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INTRODUCCION

La integracion es un andlisis matematico fundamental del célculo diferen-
cial e integral que se enfoca en el proceso inverso de la derivacion. Es decir,
mientras que la derivacion nos permite calcular la tasa de cambio instantaneo de
una funcién en un punto dado, la integracion nos permite calcular el area bajo
una curva y, por lo tanto, la acumulacion total de una magnitud en un intervalo
determinado.

La integracion tiene muchas aplicaciones practicas en areas como la fisica,
la ingenieria, la economia y las ciencias sociales, entre otras. Ademas, existen
varios métodos y técnicas de integracién que permiten abordar una amplia varie-
dad de funciones, desde polinomios simples hasta funciones trigonométricas y
exponenciales complejas.

Integrar ecuaciones es un proceso que consiste en encontrar la funcidon cuya
derivada es igual a una funcion dada. En otras palabras, dada una funcion f(x), la
integral de f(x) es una funcion F(x) tal que F’(x) = f(x). El proceso de integracion
se utiliza para determinar la funcion original a partir de su derivada. La integra-
cion nos permite calcular areas, volimenes de regiones, solidos de revoluciones,
velocidades y muchos otros conceptos importantes en una variedad de campos.

El libro Integrales con programacion tiene como objetivo aportar conoci-
miento a los estudiantes de la Facultad de Inegenieria Mecanica para que puedan
resolver ejercicios planteados por los docentes durante su periodo de estudio.
Cuenta con ejercicios resueltos, graficas y codigos de Google Colab de Progra-
macion; se realiza la resolucion del problema de manera analitica, grafica y a
traves de programacion con codigos de Python.

El capitulo I estd enfocado a la parte tedrica de las integrales, donde se deta-
llan las definiciones y foérmulas para los diferentes casos.

A continuacidn, en el capitulo II, se resuelven ejercicios de integrales defi-
nidas utilizando programaciéon de Google Colab y GeoGebra para comparar las
respuestas. Ademas se presenta la solucion de ejercicios basicos de integrales
indefinidas.

En capitulo III, se presenta ejercicios resueltos con graficas y codigos de
Google Colab por medio de programacién con codigos de Python.
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Este documento destaca la importancia de las matematicas para resolver pro-
blemas concretos y abstractos en nuestro universo. Muchos estudiantes universi-
tarios memorizan términos y conceptos sin reflexionar ni razonar, lo que dificulta
la comprension para dar una solucion al problema. Se demuestra que la traduc-
cion del lenguaje cotidiano a lenguaje algebraico facilita el entendimiento para
resolver ejercicios.



CAPITULO 1

1.1 INTEGRALES

En matematicas, el célculo integral es una rama que se encarga de estudiar
las propiedades, caracteristicas y aplicaciones de las integrales. Una integral es
una herramienta matematica que se utiliza para medir el area bajo una curva o
superficie en un determinado intervalo o region (Smarter, 2020).

Figura 1.1. Area bajo la curva
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Fuente: Matematicas, 2020

1.1.1. Definicion de integral

La integral se representa mediante el simbolo | y puede ser de dos tipos:
definida e indefinida. La integral definida tiene un valor numérico especifico,
mientras que la integral indefinida no tiene un valor numérico fijo y se representa
con una constante de integracion C (Tenorio, 2023).
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Las integrales se utilizan para medir el area bajo una curva o superficie en
un determinado intervalo o region. Es una herramienta esencial en diversas areas
de las matematicas, las ciencias y la ingenieria, como la fisica, la estadistica, la
economia, entre otras. Por ejemplo, en fisica, se utilizan para calcular la cantidad
de trabajo realizado por una fuerza, mientras que en estadistica se utilizan para
calcular la probabilidad de un evento. En la ingenieria, se utilizan para calcular

el area de secciones transversales de vigas y columnas, entre otras aplicaciones
(Aguilar, 2023).

Figura 1.2. Integral
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Figura 1.3. Area bajo la curva

b
y i
4 Area = I f(x) dx
a
_ y=1(x)
p X
X=a x=b

1.2. PARTES DE LA INTEGRAL

Figura 1.4. Partes de la integral
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1.3. TIPOS DE INTEGRALES

Figura 1.5. Tipos de integrales

DEFINIDA INDEFINIDA

1.3.1. Integral definida

La integral definida es un tipo de integral que tiene un valor numérico espe-
cifico. Se calcula evaluando la funcién integrando en los limites de integracion
(el intervalo o region sobre el cual se estd integrando). La integral definida se
representa mediante el simbolo [f(x)dx, donde f(x) es la funcion integrando y dx
representa el diferencial (define la variable con respecto a la cual se va a integrar
la funcion integrando) de x. El valor de la integral definida se representa median-
te una notacion especial que indica los limites de integracion, como f f(x)dx
f f(x)dx, donde a'y b son los limites inferior y superior de integracion, respec-
tivamente (Garcia, 2021).

Mientras que, para Rondero (2011), la notacion f: f(x)dx f: f(x)dx repre-
senta una integral definida, que es un tipo de integral que tiene un valor numé-
rico especifico. El simbolo | indica que se esta realizando una integral, f(x) es
la funcion integrando y dx representa el diferencial de x. Los limites inferior y
superior de integracion se indican en la notacion especial a-b, donde a y b son
los limites inferior v superior de integracion, respectivamente. Por lo tanto, la
integral definida f: flx)dx f: f(x)dx representa la integral de la funcion f(x)
en el intervalo [a, b].

11
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Figura 1.6. Integral definida
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1.3.4. Integral indefinida

La integral indefinida es un tipo de integral que no tiene un valor numérico
especifico. En lugar de eso, representa una familia de funciones que difieren en
una constante de integracion. La integral indefinida se representa mediante el
simbolo Jf(x)dx, donde f(x) es la funcion integrando y dx representa el diferencial
de x. La constante de integracion se agrega al final de la solucion para indicar
que hay una familia de soluciones posibles. Por ejemplo, si la integral indefinida
de f(x) es F(x), entonces la familia de soluciones posibles es F(x) + C, donde C
es una constante. La integral indefinida es una herramienta esencial en el calculo
diferencial e integral y se utiliza para encontrar funciones de antiderivada, entre
otras aplicaciones (Pérez, 2015).

1.3.4.1. Definicion de derivada

En célculo diferencial y analisis matematico, la derivada de una funcion es
la razon de cambio instantanea con la que varia el valor de dicha funcion mate-
matica, segun se modifique el valor de su variable independiente (Khan, 2023).

12
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1.3.4.2. Definicion de antiderivada

Segun Matematica (2018), «la antiderivada es la funcion que resulta del pro-
ceso inverso de la derivacion; es decir, consiste en encontrar una funcion que, al
ser derivada, produce la funcion daday.

Figura 1.7. Integral indefinida

(x)

I f(x) dx

1.3.4. Diferencia entre integral definida e integral indefinida

La diferencia entre la integral definida y la integral indefinida radica en que
la definida tiene un valor numérico especifico y se calcula evaluando la funcién
integrando en los limites de integracion, mientras que la indefinida no tiene un
valor numérico fijo y representa una familia de funciones que difieren en una
constante de integracion. En la integral definida, se utilizan los limites inferior y
superior de integracion para calcular el valor numérico especifico de la integral,
mientras que, en la integral indefinida, no se utilizan limites de integracion y
se busca la funcion cuya derivada es igual a la funcion integrando. La integral
definida (integral definida de un racional, de un polinomio, de 1 hasta e, de iden-
tidades trigonométricas, de un logaritmo, en el intervalo) se representa mediante
la notacion [” g(x)axf” f(x)dx, mientras que la integral indefinida se representa me-
diante la notacién [ 5lf(x)dx (Portal, 2022).

13
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Figura 1.8. Diferencia integral definida - integral indefinida
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1.4. IMPORTANCIA DE LAS FORMULAS DE INTEGRACION

Se debe mencionar que ya existen reglas bien definidas para el calculo bajo la
curva de una funcion basica, a las que se definen como formulas de integracion,
que permiten simplificar el tiempo de ejecucion de la operacion de integracion.

Figura 1.9. Importancia de las formulas

Eficiencia de

calculos \
Aplicaciones en Resolucion de
diversas problemas
disciplinas complejos

Desarrollo tedrico
y fundamentos
matematicos «
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Las férmulas de integracion son de gran importancia en el campo del calculo
y tienen diversas aplicaciones en la resolucion de problemas. Se presentan algu-
nas razones:

Eficiencia en calculos

Las formulas de integracion permiten realizar calculos de manera eficiente y
rapida. Proporcionan métodos predefinidos para encontrar soluciones analiticas
a problemas de integracion, lo que evita tener que recurrir a métodos numéricos
aproximados.

Resolucion de problemas complejos

Muchos problemas en matematicas, ingenieria y otros campos pueden ser
modelados y resueltos mediante ecuaciones diferenciales que requieren la apli-
cacion de integracion. Las formulas de integracion proporcionan herramientas
poderosas para abordar estos problemas y obtener soluciones exactas.

Interpretacion geométrica y fisica

Las formulas de integracion permiten interpretar el significado geométrico y
fisico de las integrales. Esto proporciona una comprension intuitiva de las propie-
dades geométricas de las funciones.

Desarrollo tedrico y fundamentos matematicos

Las formulas de integracion son fundamentales para el desarrollo tedrico del
calculo. Proporcionan herramientas para el estudio de propiedades de funciones,
tales como continuidad, derivabilidad, convergencia y convergencia uniforme.
Ademas, las formulas de integracion son utilizadas en la demostracion de teore-
mas importantes como el teorema fundamental del calculo.

Aplicaciones en diversas disciplinas

Las formulas de integracion tienen aplicaciones en una amplia gama de
disciplinas, incluyendo fisica, ingenieria, economia, estadistica, probabilidad y
muchas otras areas cientificas. Estas formulas permiten modelar fendémenos y
resolver problemas en estos campos, lo que contribuye al avance de la ciencia y
la tecnologia.

15
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Las férmulas de integracion son esenciales en el calculo y tienen multiples
aplicaciones en la resolucion de problemas en diversas areas del conocimiento.
Proporcionan métodos eficientes y precisos para calcular integrales, y son funda-
mentales en el desarrollo teorico de las matematicas (Ferreira, 2023).

1.5. FORMULAS DE LAS INTEGRALES

Las formulas utilizadas en el libro son una recopilacion de algunos autores
que han sido seleccionadas para que los estudiantes que se encuentran ingresando
al proceso de aprendizaje de las integradas puedan resolver sus ejercicios de ma-
nera eficiente. Agradecemos a José Alfredo Ramos Beltran que, en libro Calculo
integral, argumenta las formulas de integrales. Esta informacion serd utilizada
con fines académicos

1.5.1. Formulas basicas
1. j Qdx=0C
2. j kidx=kx+C

3.j{a-uib-v} dx=n1judxi bj vdx + C

ntl

4, ju” du = + 0 Vn # —1regla dela potencia.

n+1

5. j udv =uv — J‘ v du integracion por partes.

a?!
6. | a"du= ——+C
j @ au In{a)

du
7. | —=Inlul+cC
u

8.je”dx= g+

1.5.2. Formulas trigonométricas
9. J‘ sen({uldu = —cos{u) + C

10. j cos{u)du = sen{u) +C

16
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In[sen(uw)] +C
:Ltt.jt:sm(tﬂl du = {_m [cos(w)] +C

12.]cnt{u} du = In[sen{u)]+ €

(In[sec{u) + tan{u)] + C

13_jsec(u} du = ‘k In [tan(g+1—r)] +C

(In[esc{u) —cot{u)] +C

In [tan (E)] +C

14, j csclu) du =
2

15.jsecz(u}ciu =tan{u) +C
16. j cset{uwdu = —cot{u) +C
17. j tan?(u)du = tan{u) —u +C

18. j cot{w)duy = —cotlu) —u + C

; u _sen(Ex}
19.jsen2(u)du =91 ? ‘
5 [u—sen(w) - cos W] +C
r u  sen(2u)
= +C
ED.jcosz(H}fiH =11 2 *
3 [u + sen(u) - cos(u) + C]

El.jsec(u}tan(u) du=seclu) +C

22. j cos(u) cot{u) du = —esc{u) +C

1.5.3. Féormulas trigonométricas hiperbdlicas

23.]3&7{ h{u)du = coshlu) + C

17
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24, j cosh{u) du = sen h{u) + C
25. j tanh(u) du = In[cosh (u)] + C

26. j coth(u) du = In[sen h(w)] + C

27. j sech{u) du = {Sm_i[taﬂll (wl+c
—2tanh He¥)+C

u
28. j cschiu) du = I in [trmh (5)] +C
—2coth™He*) +C

29. j sech®{u)du = tanh(u) + C

30. j csch*{u)du = —cothl{u) +C
31. j tanh?(uwdy = u —tanh(u) + C
32. j coth®{u)du = u —coth{u) +C

sen h(2u) u

33.j3fm h{u)du= 4 2
— [sen hi{w) - coshiu) —u] +C

2
sen hi{2u u
sen h(2u)  u

34, j cosh®{u)du = 4 2

3 [sen h{u) -cosh(u) + u] + C

+C

3c. [ sech (1) - tanh(u) du = —sech(u) + €

36. j csch (u) - coth(u) du = — cschlu) + €

1.5.4. Féormulas con au + b

3?] du —11( +b)+C
' rm+b_ancm

33] u d _ bl( +h)+C
“Jau+b u_a ﬂzna:u 18
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"

12
39.j du =
au+ b

13
4ﬂ.j du =
au+ b

a1 J‘ du _
“Julau+b)

42j du = +—l (
“Juf(au+b)  bu b? n

(au+b)* 2blau+b) b2

43’,‘ du _
) (au+b)2

53 3 + e Infau+ b)+C
(au+b)* 3blau+b)? 3b%*(au+b) b?

30T ot + - —Eln{fm+b]+£’
1 u
—in(——)+¢C
bn(au+b)

1 i au+ b

)+c
L +C
alau + b)

b

u 1
44, —du = — +—1 +b)+C
j (au +b)~ b a*(au+b) a“ n(au +b)

-

au + b b=

45j W = 2D 1n(au + b) + €
“J {au +b)? =T g a(au+b) ad e

45j aw 1 +11(u)+c
"Julau+b)2 " blau + b) 2 ™M au + b

4?J‘ du _ a 1 +2ﬂi (au+b)+c
Juf(au+ b2 bEau+b) bIu b3 n
48j du = L +C
“J(au+b)® 2(au +b)*?
49j Y au= L b + 2 m)au+b)+C
“J {au+b)3 u= a*lau+b) 2a*(au—5)? a? nJjal
Sﬂj uw du = 2b b° In(fau+b) +C
“J (au+b)3 u_aa{au+b} 2a*(au + b)* et
+b)?
Sl.j{au+b]du=M+C
2a
(au + b))+t
52.j +bh"du=——"7"7—"+C¥%n=-—1
(au 1mdu mta n
{au+b5)"2 blau+b)mtt
53.j + bi"du = — — — ¥n=-—-1-2
u(au + b)"du (n+2)a? (n+1)a? n
(au + b))% Blau+b)™1 bIau+b)nH
54J‘ 2 + b1 Pdu= _ + +C
u*(au +b)*du (n+ 3)a? (n+2)ad {n+ 1)a®

¥Yn<+-1-2-3

19
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[ u™ L aqu+ b)" nb
m+n+1 m+n+1
u™(au + b)"*! mb

(m+n+1)a " (m+n+1a
um™ gy + b)Y m+n+2

- +
X (n+1)b (m+1)b

j u™{au + b)"* ‘du

55. ju’”{au + b)"du = - ju’”‘l{au + b)"du

J‘ u™(au + b)"* du

1.5.5. Formulas con vau + b

<6, J‘ 2yau+b
\.au+b a
u 2{au —2b
5?.j—du g\-fm+b+f
vau + b 3a?
u? 2(3a*u” — 4abu +8b%) ——
——du= vau+b+C
vau + b 15a3

1 Vau+ b —+b
—In|—mm |+ C
: J‘ du Vb Vau+ b ++/b

uyau +b 2 - lau + b
——tan [

V—b v

+C

w“au+b a du
ulJau+ b bu 2bJ uvau + b

60.

2,/ (au + b)3
\-au+bdu——+£'

61,
3a

|77
J
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=
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55’,‘-\-"au+b_ Vau+b aJ‘ du

u 20 uau+ b
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1.5.6. Formulas con u? + a?

du 1 L (Y
77. j = - =—tan~1 (J—') +C
u-+a- a a

?Sj = d —11{f+ T+
. H:+G‘,: 1{—2111{ a

-

?9.j ,.u_ sdu=u—a taﬂ‘l{g) +C

-

us u? at i .
80. | ——=du=———mn(u?+a?)+C

u-+a“ 2 2
81 j du = L l u? +C
") u(u?+a?) 2a® " uZ+az
du 1 1 LU
82. j — 5w =————— tan"! (—) +C
us{u*+ a*) a‘u a a
83 j LIS S S (S .
“Jutui+a?)  2a*u? 20° "+ a2
du u 1 u
84' 7 AT — 7 a a + P— t —1— + C
j{u- +a?)? 2a%(u?+a?) 2a° an (a)

u 1
SS.J‘ﬁd =——7+C
(u® +a?)? U 2(u? +a?)

u

86 j N P -1(u)+c
. — S A= ———F—F= —Tran —
(u? +a?)? 2t +a?) 2a @

8?j A
“J(u?+a?)? H_E{u3+a3}

aaf v 1 (V¢
Julut+a®)? 2af(ut +a®) 2a*\ul+at

ng du _ 1 u 3 . '1(u)+£'
Jufut+a?? a*u 2a*(uf+a?) 2a° Ll v

l -3 -~
+§111{u- +al)l+C

9 J‘ du B 1 1 1 ; u? e
“Judut+a?)? T 2a*u? 2a*(ul+a?) at M\ + a2
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u 49 3 J‘
' " 20— 242 (u?+a?)" 1

91 J‘ du _
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93 J‘ du _ 1 4 1 J‘ du J‘ du
Ju+aed) 2atn—-1D+a)™t @?) u(u+ a®)* 1) u(u? + a2l
u:':n—f u:':n—f
du— a®

u?]’l
94, | ————=du= | ——— 7= ———d
j{u- +a®)" U (u?>+a?)" 1 (u®+a?)" v

95 J‘ du _ 1 J‘ du 1 J‘ du
’ um{uf 4 af}:z - a2 | ym {uf 4 af}n—l al um—f{uf 4 af}n

1.5.7. Formulas con u’ - a°

l.! (u—a
du —in
gﬁ'j _ 2a

u*—a’ —écﬂth‘l(g) +C

u+a)+c

u 1 .
9?.jﬁdu=—m{u-—a-}+c
u 2

Z_ g2
u’ a_ u—a
ga.j ——du=u+5in(—)+C
u- —a- 2 u+a
us u? at .
gg.jﬁdl‘{:—'l‘_hl{u'—ﬂ'}ﬁ'f
u-—a- 2 2
lﬂﬂj L N Lt .
“Ju(u?—a?)  2a A
du 1 1 u—a
101, | ————r =——+-—In(—)+C
us{uc—a*) a‘*u 2a u+a

102 j du = L L l u +C
“Judut—a?) 2a%u? 2a* i P

lEISj du _ u 1 ] (u—a)+c
Jwr-a®)? 2a*(ut-a?) 4a? "u+a
u 1
lﬂ4-jﬁdu=—f+f
(u* —a?)? 2{u? —a?)
u? u 1 U—a
105. | ————=du=————-+—1 +C
j{u-—a-}- U 2(u? —a?) 4a ﬂ(u+g)
lﬂﬁj w du = a +li {u? 9+
") (u?—a?)? = 2(u? —a?) 2 murTa
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m?j du __ ! P (L
Jum?-ar)?  2a*(uf-a?) 2a* T\ a2 _a?

du 1 u 3 u—a
108. ju:{u: —a?)? T a2t 242 2(uZ — aq?) 4:155?1(?) +C
du 1 1 1 u?
109 J‘ua{u: +a?)? T T 2atE 2a*(u® — a:}+ﬁm (m)-'_ ¢
du u 2n —
110. j W?—a?)*  2a’(n— D(u® —a?)* ! (2n- 2)a® j(u- —a?)nt
1
11, J‘mdu - 2(n— 1)(u® - a:}”'1+ ¢
du 1 1 du
112, 5 = = — = 3 |
ju(u- —a?)" 2a(n—1)(u?—a®)* 1 g2 ju(u- —gi)n1

113. j{ J‘%du+a J‘{uiui_ﬂ E du

114 J‘ du _ 1 J‘ du + 1 J‘ du
' 'L[m{l{: _ ﬂ‘,:}l” - ﬂ‘,: ‘L{m_:{‘l,{: _ ﬂ‘,:}l” I‘J‘,: Hm{l{: _ af'}u—l

1.5.8. Formulas con #? - a?, v’ < a’:

1 (a+u
—In
llSj 2a a—1Uu

a—u? |1

3 tanh™t (g:] +C

u 1 . .
llﬁ.j - :du:—iin{a-—u-}+f

u? a ja+u
ll?.j S ,.du=—u+—in( )+C‘
Q- —u- 2 a—1u
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-

23 u? gt
118. | — ,.du=————i*.r1{a-—u I+C
s —u- 2

llgj du = L l u +
“Julat —u?) 2a® 2 —u2

du 1 1 a+tu
120. — — = — +—E*.r1( )+C
u={a—u*) a‘u 2a a—u

121j ae 1 12 )+c
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122j u 1 X (a+u
{a-—u} ~ 247 (a®—u?) 4311

123j Y gu=— 1 c
) @2 —u)? M_E{ﬂf_uf}

124j u du = “ ll (a+u)+f
"1 (a® —u®)? H_Z{a:—u:} dn i n—u

125j w du = @’ +11{f +cC
") (a?—u?)? H_E{af—uf} 21“1 U

lZﬁJ‘ du = ! + L 1 v +C
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u
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1
13{]- ﬁd = a ~ 7 -+ C
j{a- —u)* M T 28— D@ —ud)™ L

1.5.9. Férmulas con vu? + a2

wfut+a® at —
Vu? +al du—T+?ln(u+y'u-+a-)+C
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(u?+ a?)z
uy u® +a du—T+C

3
u{uj +a?)2  a?uuF +af
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a = =
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u I
lBﬁ.j—duz JuZ +a?+C
vu= +a“
u? wfut+a® a® —_—
lB?.j du = v ——111(H+\-'H‘+ﬂ‘)+f
Jus +a- 2 2
3
3 ul+a?z | —
138.j du={ ) —ayu-+a-+C
Ju? + at 3
du 1 a+4u=- + a-
139, =—In|l———|+C
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140, | ——="——"—+¢C
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N

T
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J
J
J
J
J
J
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J
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du yus +a® u
150, = ==+ C
u?(u? + a?)z a’u a“yu- +a“
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151. e ——— 4 In|[————— |+ C
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3
154, J‘u:(u: +a?)z du

5 3
u(u®+a?)z a*ulu?+a?)z a*uuT+a’ a® —
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1.5.10. Formulas con 1?2 — a2

du —
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"
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lﬁﬂ.fﬁdﬂ, =—+—111(u+~.,“u2 —a2)+ C
vus +ac 2 2
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z_azjg
EIJ- e du = LtaJut—at 4
Vu? + a?
J- E.':TrEr:_l(E)-I-if.'
uui+az a i
EJ' w.,u-—n:- c
uVu? + a*u’
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[
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u
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1
lT-"EJ. dn=— - —+C
Vus —a*

28



Ember Zumba ¢ Emily Travez

u® u —
1?4.f Edu=——,ﬁ+1n(u+ﬁu2—azj+c
(u: _ ﬂi)f Vs —as
u® — a’
1?5.J- sdu=+u* —a* ———=+C
(u* —a?)z vus —as
dii 1 1 i
1?5._’. = ———— —sec (<) +C
u(u® —a?)z a“yu - —a” @ @
du VuZ — a? u
177. = - +cC
3 azu a*vyu® —a®

di 1 3 3 L rLL
1?8.f = - ——sec™t (=) +cC

o, a2 2,2 112 — A2 4 12 _ a2 2ab a
u? (u? — a?)2 2a=usyu a 2a™yu a

1?9[(" "]gd 2 fﬁ(l 2_ 2 ) 2 241 (| + “ﬁ‘)-FC
J(um —a)2du = 2uu? —a*|-u" ——a" | ——a“In||—u u? — a®
¥ 8 16 8 ¥
- - E
. L. 3 (u= — a")2
180. u(u‘—a‘]fdu=T+C
- - L E
lﬁl.fu‘ (u= —a~)2du
9 - = 5 - =
_u(u”—a”)?  a‘u(u” —a’)2 a*uyu® — a?
a 6 24 16
&
+ﬂ—1n(u+~.ﬁu3 —a:)+C
16
- - E - - E
" L. 3 u —a-)z u — a2z
182.f1¢3[1¢‘—a']3du=( Z ) -I-E 5 ) +C

Fuente: Ramos, 2021; Vaxa, 2022; Rubi, 2018; Integrales, 2016; Talca, 2019; Uson, 2016.
Nota: las formulas citadas en este libro fueron tomadas de los autores antes mencionados.
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CAPITULO 11

2.2. IMPORTANCIA DE REALIZAR
EJERCICIOS DE INTEGRALES

Realizar ejercicios de integrales es de gran importancia por estas razones:

Fortalecimiento de habilidades matematicas

La resolucion de ejercicios de integrales permite practicar y desarrollar habi-
lidades matematicas fundamentales, como el célculo, la manipulacion algebraica,
comprension de conceptos matematicos y definiciones. Estos ejercicios ayudan
a mejorar la destreza en el manejo de las herramientas y técnicas de integracion
(Mora, 2003).

Comprender conceptos tedricos

Los ejercicios de integrales ayudan a consolidar la comprension de los
conceptos teoricos del calculo integral. Al trabajar en la resolucion de proble-
mas practicos, se adquiere una comprension mas profunda de la interpretacion
geométrica de las integrales, las propiedades de las funciones integrables y las
aplicaciones de la integral en diversas disciplinas (Sanchez, 2023).

Desarrollo del pensamiento analitico

La resolucion de ejercicios de integrales requiere un enfoque analitico y una
capacidad para descomponer un problema complejo en pasos mas manejables.
Este proceso fomenta el pensamiento critico, la resolucion de problemas y la
capacidad de razonar de manera logica y estructurada.

Realizar ejercicios de integrales es crucial para fortalecer habilidades ma-
tematicas, comprender conceptos teoricos, aplicar integrales en otros campos,
desarrollar el pensamiento analitico y prepararse para estudios superiores. Los
ejercicios de integrales permiten adquirir experiencia practica y dominio de esta
poderosa herramienta matematica, lo que es fundamental para tener éxito en di-
versos campos académicos y profesionales (Pérez, 2020).
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2.2.1. Recomendaciones para resolver integrales

Existen algunas recomendaciones generales para resolver integrales definidas:

Conocer bien la funcion que se va a integrar

Antes de comenzar a integrar, asegirate de comprender la funcion que estés
integrando. Familiarizate con sus propiedades y comportamiento.

Determinar el intervalo de integracion

La integral definida se calcula sobre un intervalo especifico. Asegtrate de
determinar correctamente los limites de integracion, es decir, el inicio y el final
del intervalo.

Elegir el método de integracion adecuado

Existen varios métodos para realizar integrales definidas, como integracion
directa, sustitucion, integracion por partes, fracciones parciales, entre otros. Se-
leccionar el método mas adecuado para la funcion que estés integrando.

Aplicar las reglas de integrales

Utilizar las reglas basicas de integracion; estas te ayudaran a simplificar y
resolver la integral de manera mas eficiente.

Evaluar los limites de integracion

Una vez que haya realizado la integracion propiamente dicha, evaluar los
limites de integracion para obtener el valor numérico de la integral definida. Sus-
tituir los limites en la funcion integrada y realiza las operaciones necesarias para
obtener el resultado final.

Verificar su respuesta

Después de calcular la integral definida, es importante verificar su respuesta.
Puedes hacerlo utilizando métodos alternativos, como el teorema fundamental
del célculo o calculando la integral definida de forma aproximada utilizando mé-
todos numéricos.

Recuerda: la practica ayudara a mejorar tus habilidades de integracion.
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2.2.2. Reglas basicas para la integracion

Aqui presentamos algunas reglas basicas de integracion que seran utiles al
calcular integrales segtn:

Tabla 1.1. Reglas de interaccion

Funciones comunes Funcion Integral
Constante fa dx ax +C
Variable [x dx x/2+C
Cuadrada [x? dx x*/3+C
Reciproca J(1/x) dx Injx| + C
Exponencial Jex dx e +C
Jar dx a*/In(a) + C
[In(x) dx xIn(x)—x+C
Trigonometria (x en radianes) fcos(x) dx sin(x) + C
[sin(x) dx -cos(x) + C
[sec?(x) dx tan(x) + C
Reglas Funcion Integral
Multiplicacién por una constante Jef(x) dx cff(x) dx
Potencias (n#-1) Jxr dx x"n+1+ C
Suma [(f+g) dx [fdx + Jg dx
Resta [(f- ) dx [fdx - [g dx

Fuente: Integracion, 2019
Nota: la tabla es utilizada con fines académicos.

Regla de la constante

La integral de una constante multiplicada por una funcion es igual a la cons-
tante multiplicada por la integral de la funcion. En términos matematicos: J(c/(x)
dx = cJf(x) dx (Sympy, 2020).
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Regla del cambio de variable

Si realizas un cambio de variable en una integral, debes ajustar el diferencial
de integracion. Si sustituyes x por u en la integral, entonces dx se reemplaza por
du/dx * dx. En términos matematicos: [f(u) du = [f(u(x)) * du/dx * dx (Integra-
cion, 2020).

Regla de la suma/resta

La integral de la suma o resta de dos funciones es igual a la suma o resta de
las integrales de cada funcioén. En términos matematicos: J(f(x) + g(x))dx = [f(x)
dx + Jg(x) dx (Funciones, 2021).

Regla del poder

La integral de una funcion elevada a una potencia constante es igual a la funcion
elevada a la potencia incrementada en uno, dividida por el nuevo exponente. En tér-
minos matematicos: [xn dx = (x(n+1))/(n+1), donde n #—1 (Gonzélez, 2020).

Regla del producto

La integral del producto de dos funciones se puede calcular utilizando la
regla de integracion por partes, que establece: fu(x) v’(x) dx = u(x) v(x) - [v(x)
u’(x) dx (Didactico, 2021).

Regla del cociente

La integral del cociente de dos funciones se puede calcular utilizando la regla
de integracion por fracciones parciales, cuando sea aplicable. En caso contrario,
se pueden utilizar otros métodos, como la sustitucion.

Estas son solo algunas de las reglas basicas de integracion. Existen otras
reglas mas avanzadas y técnicas especificas para diferentes tipos de funciones
(Integracion, 2020).

Importancia de Python - Google Colab, GeoGebra
Python no esta disefiado especificamente para el célculo de integrales. Su
amplia variedad de bibliotecas y su facilidad de uso lo convierten en una herra-

mienta valiosa para realizar integracion numérica de manera eficiente y efectiva
a través de Python - Google Colab (Colab, 2023).
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GeoGebra es una poderosa herramienta de matematicas y geometria que
combina caracteristicas de un sistema de algebra computacional con un software
de geometria dindmica. Su importancia radica en su capacidad para crear, mani-
pular y visualizar graficas de manera interactiva (GeoGebra, 2023).

2.2.3. GeoGebra

GeoGebra es un software gratuito que permite visualizar y trabajar con con-
ceptos matematicos de manera dindmica y grafica. Ademas de geometria y alge-
bra, también incluye herramientas para calculo y estadistica. Es una herramienta
util para docentes y estudiantes en todos los niveles educativos (Izquierdo, 2017).

Figura 2.1. GeoGebra

= GeoGebra Suite Calculadora ( [V Cale.Gica - <& ABRIR SESION
i -
ety :
&
1
i
1 1% % - T 5 - -3 1 L] 1 i ? 4 ] " | 4 w 1
a
¥ Q
@ 1w nsc
x ¥ ™ o T ] 8 u -
= ol = - S = | 4 5 6 + =
< > ] o 1 2 3 - \E
. . ) 0 e oyl e

Fuente: GeoGebra, 2023b

2.2.4. Python

Python es un lenguaje de programacion de alto nivel que se utiliza para desa-
rrollar una amplia variedad de aplicaciones, desde aplicaciones web hasta anali-
sis de datos y aprendizaje automatico. Es conocido por su sintaxis clara y legible,
lo que lo hace facil de aprender y usar. Ademas, Python es un lenguaje de progra-
macion (Holguin, 2019).
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Figura 2.2. Python

[i].append(

Fuente: Python, 2019
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Lista de funciones

Figura 2.3. Comandos de Python

Comando Descripcion Ejemplo de uso
import Carga un modulo de biblioteca para | import sys
usarlo en el programa. Tiene dos formas: | from math import pi
importacion cualificada y no cualificada.
def Define una funcion reutilizable. def hazAlgo (x):
# Escribe X en StdIn
sys.stdout.write (x)
= Asigna una expresion a una variable. x = 'Hello World!'
return Devuelve una expresion como valor de [ def perimCirc(r) :
retorno de una funcién. Seusaenel con- | return 2*pi*r
texto de una funcion.
print Muestra texto o variables en un canal de [ # En Python 3.x
salida (pantalla o fichero). print ("Hello World!")
En Python 3.x print es una funcion estandar
de biblioteca mds que un comando. Aunque | * En Python 2.x
estd disponible de forma predeterminada | PTint ("Hello World!™)
(esto es, sin necesidad e importarla)
if-else Estructura de control que ejecuta codigo [ 1 x ==
de forma condicional. # Hazlalgo con =
X =
else:
# Haz otra cosa
x = -1
for-loop Estructura de control que ejecuta codigo | for line in sys.stdin:
de forma iterativa a través de los elemen- [ hazAlgo (line)
tos de una coleccion.
while-loop | Estructura de control que ejecuta codigo [x = 10
de forma repetida mientras se cumpla  [while x != O:
una condicion. hazalgo (x)
x -=1
listas Estructura de datos que representa la 1=11, 2, 3, 4, 5, 6, 7]
coleccién mas bésica y utilizada. Una | for e in 1:
lista es una coleccion de elementos hazAlgo€
ordenados.
Aunque no es un comando, propiamente
dicho, la estructura es tan basica y funda-
mental que aparece por derecho propio.
rebanado | Forma de obtencion de sublistas a partir |1 = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]
de una lista existente 12 = 1[1:4:2]#[2,4]

Fuente: Quora, 2020
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2.3. EJERCICIOS DE INTEGRALES DEFINIDAS

x—3
2.3.1. f dx
1

X 4 3
= (13
1 ®
£} 43
= dx — —dx
1 1 X

& 45]}!
1 1 %

=x — 3 Inlx||]

=4—31n|4| — (1 —3n|1])
=4 —3n|4| —1 4+ 31n|1]
=3 —3In|4| +3In|1|

=3 —3In|4]|

=-1,158 u?u?

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.4. Grafica de la integral

@ = "_;3

A = Punto(EjeX) i
= {1,0) ®

B = Punto(EjX) ‘
= (4.0) ® |
2 = IntegralN(f, (A}, x(B)) §
= ] 158883065803

+  Entad
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
def f(x):
return 1-3/x
a=1
b=4
result, error = quad(f, a, b)
print(f’The definite integral of 1-3/x from {a} to {b} is: {result}”)

Figura 2.5. Andlisis 1

from scipy.integrate import quad

def f(x):

return 1-3/x
a=1
b =4

result, error = quad(f, a, b)
print(f"The definite integral of 1-3/x from {a} to {b} is: {result}")

The definite integral of 1-3/x from 1 to 4 is: -1.158883083359672

5
2.3.2. f (x* +3) dx
2

szdx+ 3J-dx

3

=%+3x+c

_(5)? (2)°

=3 +3{5]—( 3 +3{2})
225 8
=T+15—(§+ﬁ)
=48u’

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion
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Figura 2.6. Grafica de la integral

fix) = +3 i -
A = Punto{EjeX) i
= (2.0) ®
B = Punto(EjeX) i
= (5.0) ®

a = IntegralN{f, (A}, x{B))
= 43

Entrada

b0

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
def f(x):
# Define the function to integrate
return x*¥*2 + 3
# Example usage
a=2
b=>5
result, error = quad(f, a, b)

print(“The definite integral of x*2 + 3 from 0 to 2 is:”, result)
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Figura 2.7. Analisis 2

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad

def f(x):
# Define the function to integrate
return x**2 + 3

# Example usage

a =2

b=>5

result, error = quad(f, a, b)

print("The definite integral of x*2 + 3 from @ to 2 is:", result)

The definite integral of x~2 + 3 from @ to 2 is: 48.0

4
2.3.3. f (—3x*+ 10x)dx
2

[ 38 N 10x*
N 3 2
= —x? + 5x7[;

= (-8 +5(4)% = (-2)* + 5(2)%)
= (=64 +5(16)) — (-8 +5(4))

4

z

= (—64+80) — (—8 + 20)
= (16) —(12)

=4y

Nota: u?significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién
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Figura 2.8. Grafica de la integral

f{x}:—-3x’+1€l: i =)
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Entrada

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate
# Definir la variable simbdlica

X = symbols(‘x’)

# Definir la funcion a integrar

funcion = -3*x**2 + 10*x

# Definir los limites de integracion
limite_inferior = 2

limite_superior = 4

# Calcular la integral definida
resultado = integrate(funcion, (X, limite_inferior, limite_superior))
# Imprimir el resultado

print («El resultado de la integral definida es:”», resultado)
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Figura 2.9. Andlisis 3

from sympy import symbols, integrate

# Definir la variable simbolica

X = symbols(’'x")

# Definir la funcién a integrar

funcion = -3*x**2 + 10%*x

# Definir los limites de integraciédn

limite inferior = 2

limite_superior = 4

# Calcular la integral definida

resultado = integrate(funcion, (x, limite_inferior, limite_superior))
# Imprimir el resultado

print("El resultado de la integral definida es:", resultado)

El resultado de la integral definida es: 4

9 — 2
x+3
2.3.4. f de
3 2\,‘.'}{

(Vx+3)°

2vVx

_(V®) +2(yx)(3) + (3)°
2vx

_x+l51..-"§+9

=

_x  6/x 9

T2V 2xix | 29k

X 6 9
—t+t-t+t—
2x2 2x2

1 1
_x +3+ ox 2
-2 2

g9 3 2
s 24x

"(1 1 9 _1
= — w2 3 — Z)dx
L zx + +zx
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3 1p?
_1 x2 9 x2
—E E‘|"3:-}-£‘|'E E
2 2,
3 1y |?
B 1 2x3+3 +9 x2
“l2 3 T
4
3 9
(xf 1
=| —+ 3x+ 9=x2
3
4
=x;
= xm
3
=XF= ﬁ:w‘xzxzv{;-&
3 9
xZ 1
=_— 4+ 3x+ 9x2
3+ X+ 9x
4
9
iy X
=§+3x+9ﬁ
4
99 a4/4
= [TJF 3(9) + 9@] — [T +3(4)+ 9@]
8
[9+z?+2?]—[§+12+18]
91
3
= 30,33 u°

Nota: u°significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion
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Figura 2.10. Gréfica de la integral

f[:}:;:i‘-{-.ﬁ-i-;n'* i “ |

A = Punto{EjeX] i
= (4, 0} @
8 = PuniofEjeX) i SR R
= (5.0) ®

& = IntegralN(f, x{A),x(B])
= 30.3333333333333 T &

Entrasda

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
import numpy as np
# Definir la funcion a integrar
def funcion(x):

return ((np.sqrt(x) ) + 3)**2 / (2 * np.sqrt(x))
# Definir los limites de integracion
a=4 # Limite inferior
b =9 # Limite superior
# Calcular la integral
resultado, error = quad(funcion, a, b)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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P dx
2.3.5. f
2

Figura 2.11. Analisis 4

from scipy.integrate import quad
import numpy as np
# Definir la funcion a integrar
def funcion(x):
return ((np.sqrt(x) ) + 3)**2 / (2 * np.sqrt(x))
# Definir los limites de integracion
a =4 # Limite inferior
b =9 # Limite superior
# Calcular la integral
resultado, error = quad(funcion, a, b)
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 30.333333333333336

x —x 3 dx
coe (VR - V&

u=+x—1
1
u=xz—-1
du 1 %;
—_—= %
dz 2
du 1 1
— ==
de 2 <2
du 1
dx . L
2xz
du__ 1
dx 2



INTRODUCCION A LA SOLUCION DE INTEGRALES CON PROGRAMACION

Siu=yx—1 Limite superior = 3
u=+v3-1

Siu=+x—1 Limite inferior = 2
u=v2-1

Reconstruccion de integrales:

—

7-1 Vx'u

\-'E—l l
=2 —du
Vz-1 W

V3-1
=2 J- In|ul
W1

= 2[lnful] B

Vz—-1

J*E‘iduqu
J

2[Ln|vV3— 1| - Ln|vVz—1]]

Ln( %) = LnA— LnBLn( %) = LnA — LnB (Propiedad)

w.."'g— 1
2Ln—

V2—1

J3—1 PLnP?= QLnP (Propiedad)
Ln(—=)°

V2—1
= 1,139 u?u®

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion
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Figura 2.12. Gréfica de la integral

09 = =z Mo
A = Punto{Ejex) 4

s ai ® |
B = Punto(EjeX) bl
= (3,0) @

a = ImtegralN(f, x[A),=(B)) T His

= 1133036457674

Entrads

i

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
import numpy as np
# Definir la funcion a integrar
def funcion(x):
return 1/ (x - np.sqrt(x))
# Definir los limites de integracion
a =2 # Limite inferior
b =3 # Limite superior
# Calcular la integral
resultado, error = quad(funcion, a, b)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.13. Analisis 5

from scipy.integrate import quad
import numpy as np
# Definir la funcion a integrar
def funcion(x):
return 1 / (x - np.sqrt(x))
# Definir los limites de integracion
a =2 # Limite inferior
b =3 # Limite superior
# Calcular la integral
resultado, error = quad(funcion, a, b)
# Imprimir el resultado
print("€El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 1.1389364576742147

3 3
2.3.6. f (sz + ﬁ——)dx
i X

X
3
2 XZ.-'rB
=—x*4+——-3In(x
3 3/2 ( ]1
2 3

2
=—x*+ Exﬁ —3In (x)

3 1

2 2 2 2
=-3%+-3v3-3l 3—(— —— 31 1)
3 +3v’_ n(3)—(5+35-3m(1)

50
=?+2\F§—31n{3]

= 16,83493 u*

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién

48



Ember Zumba ° Emily Travez

Figura 2.14. Gréfica de la integral

@ fx=22+K-> ' = =
A = Interseca(f, EjeX, (1, d))
O
= (1, 0) 15
B = Punto(EjeX) 3
® (3.0)
® a = IntegralN(f,x(A),x(Ef)
= 16.8349314158004
| %
e Entrada...
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- H
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[
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion que se desea integrar
def f(x):
return 2*x**(2) + x**(1/2) - 3/x
# Definir los limites de integracion
a=1
b=3
# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.15. Anélisis 6

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion que se desea integrar
def f(x):

return 2*x**(2) + x**(1/2) - 3/x
# Definir los limites de integracion
a =1
b=23
# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado
print(resultado)

16.834931415800096

1 x
2.3.7. f dx
o 1+x*
X t = x2
dx =
_[1+:-:‘l (dt= Bxdx)
1Lf 1
=— dt
2/ 1412

1
=3 arctg(t) + C

1
=3 arctg(x*) + C

1 ¥ i
_J; 1+x*

1

0

1
= Sarctg(x?)

= % (ar‘ctg{l]) — %(arctg{ﬂ])

B 1T 1
=575
_Tl'

)
=0,392699u’

Nota: u*significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion 30
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Figura 2.16. Gréfica de la integral
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from sympy import symbols, integrate
# Definir la variable simbdlica y la funcion

x = symbols(‘x’)

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

f=(x)/ (1 +x**4)

# Calcular la integral definida

resultado = integrate(f, (x, 0, 1))

# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.17. Analisis 7

from sympy import symbols, integrate

# Definir la variable simbolica y la funcion
x = symbols('x')

£ i=aln)s f (21 X51E)

# Calcular la integral definida

resultado = integrate(f, (x, e, 1))

# Imprimir el resultado

print(resultado)

pi/8

4 2x
2.3.8. cos x+ —dx
- 3

4 2 4
J Cos X d}:+—J xdx
z 3

z
+sz
=|senx+ —
6 2

B (4)? (2
= ISEII {-’-l-] + T] - [SEII {2} + T]

4

16 4

=senl(4)+——sen(2)— —

@)+ —sen (@) - 3
=2,33u’

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién
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Figura 2.18. Gréfica de la integral

fifx) = cos{x)+ %ﬁ ! i
A = PuntofEjeX) i
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Entrada

8 = 2. 33000077 8084

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate
import math
# Definir la funcion a integrar
def funcion(x):
return math.cos(x) + (2*x/3)
# Calcular la integral definida
resultado, error = integrate.quad(funcion, 2, 4)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.19. Analisis 8

from scipy import integrate
import math
# Definir la funcién a integrar
def funcion(x):
return math.cos(x) + (2*x/3)
# Calcular la integral definida
resultado, error = integrate.quad(funcion, 2, 4)
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral es:"”, resultado)

El resultado de la integral es: 2.33390007786639

?o2x 3 dt
2.3.9. dx = —
 1+x , t

Integral por sustitucion:
t=1+x" =1In (t)|3
dt = 2x dx =In(1+x?)}
=In(1+9) —In(1+ 1)
= 1,60 u”

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.20. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

# Definir la variable simbdlica x

X = symbols(‘x’)

# Definir la funcion

f=2%*x/(1+x**2)

# Calcular la integral definida

resultado = integrate(f, (x, 1, 3))

# Imprimir el resultado en forma decimal
resultado _decimal = resultado.evalf()
print(resultado_decimal)

Figura 2.21. Analisis 9
from sympy import symbols, integrate
# Definir la variable simbolica x
X = symbols('x")
# Definir la funciodn
= 2N (T X 22)
# Calcular la integral definida
resultado = integrate(f, (x, 1, 3))
# Imprimir el resultado en forma decimal
resultado_decimal = resultado.evalf()
print(resultado_decimal)

1.60943791243410
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1 1
2.3.10. f 1+— dx

i x2
z
1 1
11+;wk
3
1
= J-11+:-:_z dx
T
=x—x 11
3

=1,5u’

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.22. Grafica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate
# Definir la funcion que quieres integrar
def f(x):

return 1 + 1/(x**2)
# Definir los limites de integracion
a=1/2 # Limite inferior
b=1 # Limite superior
# Calcular la integral definida
resultado, error = integrate.quad(f, a, b)

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.23. Analisis 10

from scipy import integrate
# Definir la funcion que quieres integrar
def f(x):
return 1 + 1/(x**2)
# Definir los limites de integracion
a=1/2 # Limite inferior
b=1 # Limite superior
# Calcular la integral definida
resultado, error = integrate.quad(f, a, b)
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 1.5
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X
4 1
3——dx
1
_1
= {3—x 2) dx
1
12
=3x — 2x 2
o

_ [3{4} _ 2(4]%]— [3(1) _ 3{1]%]
=[12 — 4] — [3-2]
=8-1

= 7u?

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.24. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
def f(x):
return 3 - 1/ (x**0.5)
def rectangle rule(f, a, b, n):
h=(b-a)/n
integral = 0
for 1 in range(n):
x=a+({1+05)*h
integral += f(x)
integral *=h
return integral
a=1
b=4
n=1000 # Puedes ajustar este valor para obtener mayor precision
result = rectangle rule(f, a, b, n)

print(result)
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Figura 2.25. Analisis 11

def f{x):
return 3 - 1 / (x*"6.5)
def rectangle rule(f, a, b, n):
h=(b-a)/n
integral = ©

for 1 in range(n):
X=a+(i+08.5)*h
integral += f(x)
integral *= h
return integral
a -
b=a
n = 1888 # Puedes ajustar este valor para obtener mayor precision
result = rectangle_rule(f, a, b, n)
print(result)

nom

7.00000016406232

1r 2
2.3.12. f ( 5 —x) dx
p X+ 1

=zf(xf: 1)—J;1(x]dx

1
}{2

=2 tan"1(x) ——
n(x) -5

o

_ _ 1 0°
=2 [tan™!(1) —tan”*(0)] - IE_EI

1
=2[E—ﬂ]——
4 2

m 1

= ¥ —— —
4 2
W 1
T2 2
_m 1
T2 2
_n—1
2
=1,0708u®

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién
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Figura 2.26. Gréfica de la integral
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Entrada...

a = 1.0707863261283

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

# Definir la funcion que se va a integrar
def f(x):
return 2/(x**2 + 1) - x
# Defini los limites de integracion
a=0 # Limite inferior
b=1 # Limite superior
# Definir el nimero de subintervalos para la aproximacion
n= 1000
# Calcular el ancho de cada subintervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcion

suma =0
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# Calcular la suma de los valores de la funcidn en los puntos interiores de los
subintervalos

for i in range(1, n):
x=a+i*h
suma += f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral usando la regla del trapecio
resultado =h * (f(a) + f(b) + 2 * suma) / 2
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.27. Analisis 12

# Definir la funcidn que se va a integrar
def f(x):
return 2/(x**2 + 1) - x
# Definir los limites de integracicn
=0 # Limite inferior
=1 # Limite superior
pefinir el nimero de subintervalos para la aproximacion
= 108
Calcular el ancho de cada subintervalo
=(b-a)/n
Inicializar la suma de los valores de la funcion
suma = @
# Calcular la suma de los valores de la funcion en los puntos interiores de los subintervalos
for i in range(1, n):
X = 9+ %h
suma += f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral usando la regla del trapecio
resultado = h * (f(a) + f(b) + 2 * suma) / 2
# Imprimir el resultado
print("el resultado de la integral es:", resultado)

* T % O H O W®

El resultado de la integral es: 1.0707962434615637

1
2.3.13. f (x* +2x% +2)dx
o

1 1 1
=J xad}:+J- Exzdx+J2dx
0 )

0

1 1 1
=J xadx+2J xzdx+2J dx
] ]

0
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1

x* %3
—+2—+2
(4+ 3+ x)

o

] 13
= +t25+20-
1 1
:Z+2 §+2
1 2
=Z+§+2
35
T 12
= 2,916 v*

4

[]3
(I +25+ z{u))

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.28. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate

def integrand(x):
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return x*¥*3 + 2*¥x**2 + 2
result, error = integrate.quad(integrand, 0, 1)

print(“El resultado de la integral es:”, result)

Figura 2.29. Analisis 13

from scipy import integrate
def integrand(x):
return x**3 3 2%x**2 1+ 2
result, error = integrate.quad(integrand, 0, 1)

print("El resultado de la integral es:", result)

El resultado de la integral es: 2.9166666666666665

2
2.3.14. f (—x*+x*+1)dx
o

Z z 2z

=—J xadx+J 2dx+j dx
] e ]
x* x° :

=(—I+?+X)

@, @
T T T3

o

+2
=——4+-—42
2 737
= 4+B+z
B 3

= z+B
B 3

_—6+8
=—=

2
3

=0,67 u®

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién
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Figura 2.30. Gréfica de la integral
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# Definir la funcion que se va a integrar
def f(x):
return (-x**3+x**2+1)
# Definir los limites de integracion
a=0 # Limite inferior
b =2 # Limite superior
# Definir el nimero de intervalos
n =100 # Cuanto mayor sea n, mayor sera la precision
# Calcular el ancho del intervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcion

suma =0
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# Calcular la suma de los valores de la funcion
for i in range(1, n):
x=a+i*h
suma += f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral definida
integral = (h /2) * (f(a) + 2 * suma + f(b))
# Imprimir el resultado
print(“El valor de la integral definida es:”, integral)

Figura 2.31. Anélisis 14

# Definir la funcion que se va a integrar
def f(x):

return (-x**3+x**2+1)
Definir los limites de integracion
= @ # Limite inferior
= 2 ¢# Limite superior
Definir el ndmero de intervalos
= 100 # Cuanto mayor sea n, mayor sera la precision
Calcular el ancho del intervalo
=(b-a)/n
Inicializar la suma de los valores de la funcion
suma = @
# Calcular la suma de los valores de la funcion
for 1 in range(1, n):

x=a+1%*h
suma += f(x)

# Calcular la aproximacion de la integral definida
integral = (h / 2) * (f(a) + 2 * suma + f(b))
# Imprimir el resultado
print("El valor de la integral definida es:", integral)

# O H OB O O %

El valor de la integral definida es: ©.666399999999999
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21
2.3.15. f dx
—1 5 T 3..1'-'

t=5+3x
t=7:

1
dx=—dt
t

Sustituimos en la ecuacion original

21 1
— - —dt
4t 3

- P

In(t)
3

_In(5 + 3x)
I

-1 -1

_In(5+3(2)) In(s+3(-1))

3 3
_ In(5+6) B In(5— 3)

3 3
_ In(11) B In(2)

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién 67
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Figura 2.32. Gréfica de la integral
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# Definir la funcion a integrar
def f(x):
return 1/ (5 + 3*x)
# Definir los limites de integracion
limite_inferior =—1
limite_superior = 2
# Definir el nimero de subintervalos para aproximar la integral
num_subintervalos = 1000
# Calcular el ancho de cada subintervalo
ancho_subintervalo = (limite_superior — limite_inferior) / num_subintervalos
# Inicializar la suma de los valores de la funcion en los extremos
suma = f(limite_inferior) + f(limite_superior)

# Calcular la suma de los valores de la funcion en los puntos interiores
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for i in range(1, num_subintervalos):
x = limite_inferior + i * ancho_subintervalo
suma +=2 * f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral
resultado = (ancho_subintervalo / 2) * suma
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral definida es:”, resultado)

Figura 2.33. Analisis 15

# Definir la funcidn a integrar
def f(x):
return 1 / (5 + 3*x)
# Definir los limites de integraciodn
limite_inferior = -1
limite_superior = 2
# Definir el nimerc de subintervalos para aproximar la integral
num_subintervalos = 100
# Calcular el ancho de cada subintervalo
ancho_subintervalo = (limite superior - limite_inferior) / num_subintervalos
# Inicializar la suma de los valores de la funcidn en los extremos
suma = f(limite_inferior) + f(limite superior)
# Calcular la suma de los valores de la funcién en los puntos interiores
for i in range(1, num_subintervalos):
x = limite inferior + i * ancho_subintervalo
suma += 2 * f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral
resultado = (ancho_subintervalo / 2) * suma
# Imprimir el resultado
print(”el resultado de la integral definida es:”, resultado)

El resultado de la integral definida es: ©.56824990879832959

69



INTRODUCCION A LA SOLUCION DE INTEGRALES CON PROGRAMACION

4 X
2.3.16. f —dx
2 Vx2-—-2

Cambio de variable:
z=x*—2
dz = 2x dx

B dz

N 2x

dx

Reemplazo: .

x  dz
2 Vz 23
1 *dz
"2,z
_1_ % dz
_ijﬂ

= Z

Evaluamos:

=42 —2-y22-2
=42 —2-y22-2
=V14—V2

= 2.327443824 u°

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion
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Figura 2.34. Gréfica de la integral
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from scipy import integrate
import numpy as np

# Definir la funcion a integrar

def f(x):

return x / np.sqrt(x**2 - 2)
# Calcular la integral definida
result, error = integrate.quad(f, 2, 4)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, result)

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
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Figura 2.35. Anélisis 16

from scipy import integrate
import numpy as np
# Definir la funcion a integrar
def f(x):
return x / np.sqrt(x**2 - 2)
# Calcular la integral definida
result, error = integrate.quad(f, 2, 4)
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral es:", result)

El resultado de la integral es: 2.3274438244008464

3
2.3.17. f (cos(x) + V1 + 7x) dx
1
3 3
J- cos (x) dx+[ V1+ 7xdx
1 1

= (sen(x))|] + Ja‘ui + 7x dx

Cambio de variable:

3
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1

z=1+7x
dz =7 dx
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7
Reemplazo:

f 8 *_
:;*J; ()7 dz
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21

7 E
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3

2
==+ 707

Tenemos:

= sen(x}+%*%.l‘(1 +7x)*)

1

3
1

=(sen{3}+;—1*1'.l'(1+?*3}3]—(sen(1]+;—1*1'.l'(1+?*1}3}

= 6.972194711 u?

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.36. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
from scipy.integrate import quad
from math import cos, sqrt
def f(x):
return cos(x) + sqrt(1 + 7*x)
result, error = quad(f, 1, 3)

print(“El valor numérico de la integral es:”, result)
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Figura 2.37. Anélisis 17

from scipy.integrate import quad
from math import cos, sqrt
def f(x):
return cos(x) + sqrt(1 + 7*x)
result, error = quad(f, 1, 3)
print("El valor numérico de la integral es:", result)

El valor numérico de la integral es: 6.972194710694439

1.5
2.3.18. f (Vi+x—x)dx
o

= LLE ({1 + x]%— x)dx

L5

3
[ (a+xT X
3 2

2 0
_(2{1+x]1.,."1+x XZ)LE
- 3 2

i)

_ (2{1+ (1L5)Jy1+(@5) {1,5}2) B (zﬁ)

3 2 3
= 1,510 — 0,667
= 0,843 u°

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion
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Figura 2.38. Gréfica de la integral
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# Definir la funcion a integrar
def integrand(x):
return (1 +x) ** 0.5 -x
# Definir los limites de integracion
a=0
b=1.5
# Definir el nimero de intervalos para aproximar la integral
n= 1000
# Calcular la anchura de cada intervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcion
sum val =0

# Calcular la suma de los valores de la funcion evaluados en los puntos inter-
medios de los intervalos

75



INTRODUCCION A LA SOLUCION DE INTEGRALES CON PROGRAMACION

for i in range(1, n):
x=a+i*h
sum_val += integrand(x)
# Calcular la aproximacion de la integral utilizando el método del trapecio
approximation = h * (0,5 * (integrand(a) + integrand(b)) + sum_val)
# Imprimir el resultado

print(“El valor aproximado de la integral es:”, approximation)

Figura 2.39. Analisis 19

# Definir la funcidn a integrar
def integrand(x):
return: (1 + x) ** 0.5 - X
# Definir los limites de integracidn
a =8
b =1.5
# Definir el numero de intervalos para aproximar la integral
n = 1000
# Calcular la anchura de cada intervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcidn
sum_val = @
# Calcular la suma de los valores de la funcion evaluados en los puntos intermedios de los intervalos
for i in range(i, n):
x=a+i*h
sum_val += integrand(x)
# Calcular la aproximacion de la integral utilizando el método del trapecio
approximation = h * (8.5 * (integrand(a) + integrand(b)) + sum_val)
# Tmprimir el resultado
print{"€l valor aproximado de la integral es:", approximation)

El valor aproximado de la integral es: ©.8435646823496983

4 X
2.3.19. H’ﬁ ('———:E——————) (1}{
3 wWx-—1

ulx)==x*-1
du = 2xdx
1
xdx = —du
2
x=—u=3"-1=38

x=—u=4"—1=15
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J“'( % )dx flE du -1-[15 —id
= — = u 2du
3 wWxi-—1 s 2yu 2Jg

1

J“ X 1{uz) qg
3 Wx?—1 2\ 1 /'8
2

=~ (5~ VB)

=+15—+/8
= 1,044 u®

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.40. Grafica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate
import numpy as np
# Definir la funcion
def f(x):
return X / np.sqrt(x**2 - 1)

# Calcular la integral definida
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integral, error = integrate.quad(f, 3, 4)
# Imprimir el resultado
print(integral)
Figura 2.41. Analisis 21

from scipy import integrate
import numpy as np
# Definir la funciodn
def f(x):
return x / np.sqrt(x**2 - 1)
# Calcular la integral definida
integral, error = integrate.quad(f, 3, 4)
# Imprimir el resultado
print(integral)

1.0445562214612267

3 dx
2.3.20. |

=_[{1-rxj‘ﬁh

113
(1492
_T

2

= 2v1+x|2
3

[ dx
_!J1+x
=2[V3+1-vo+1]
~2[V3-V1]

=2u’

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion
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Figura 2.42. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
import sympy as sp
# Definicion de la variable simbdlica
X = sp.symbols(‘x’)
# Definicion de la funcion integrando
f=1/sp.sqrt(1 +x)
# Célculo de la integral definida
integral = sp.integrate(f, (x, 0, 3))
# Imprimir el resultado

print(“El valor de la integral es:”, integral)
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Figura 2.43. Analisis 22

import sympy as sp

# Definicion de la variable simbolica
X = sp.symbols('x"')

# Definicion de la funcion integrando
£ =1 [ spisqre(l + Xx)

# Calculo de la integral definida
integral = sp.integrate(f, (x, @, 3))
# Imprimir el resultado

El valor de la integrales: 2

print("El valor de la integrales:",integral)

1—cos2x
2.3.21. —dx

2
T
™1 COS Zx
zdx
0 0

| sin 2x|™

o

1
=—(n—0)— E{sinZn— sin 0)

2
m 1
=——_(0-0
> 4( )
_TI.'
2
=1,5707 u?

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién
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Figura 2.44. Gréfica de la integral
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import math
# Definir la funcion a integrar
def integrand(x):
return (1 - math.cos(2 * x)) /2
# Definir los limites de integracion
a=0
b = math.pi
# Definir el nimero de intervalos para aproximar la integral
n= 1000
# Calcular la anchura de cada intervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcion
sum_val =0
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# Calcular la suma de los valores de la funcion evaluados en los puntos inter-
medios de los intervalos

for 1 in range(1, n):
x=a+i*h
sum_val += integrand(x)
# Calcular la aproximacion de la integral utilizando el método del trapecio
approximation = h * (0.5 * (integrand(a) + integrand(b)) + sum_val)
# Imprimir el resultado

print(“El valor aproximado de la integral es:”, approximation)

Figura 2.45. Analisis 23

import math
# Definir la funcién a integrar
def integrand(x):
return (1 - math.cos(2 * x)) / 2
# pefinir los limites de integracién

a=9

b = math.pi

# pefinir el nimero de intervalos para aproximdr la integral
n o= 1000

# Calcular la anchura de cada intervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcion
sum_val = @
# calcular 1a suma de los valores de la funcidn evaluados en los puntos intermedios de los intervalos
for i in range(l, n):
x=a+i*h
sum_val += integrand{x)
4 calcular la aproximacion de la integral utilizando el método del trapecio
approximation = h * (8.5 * {integrand(a) + integrand(b)) + sum_val)
# Imprimir el resultado
print("El valor aproximado de la integral es:", approximation)

El valor aproximado de la integral es: 1.570796326794897
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1

2.3.22. | (3x®-—2)dx
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1
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3 -1

_[@y? (-1°
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10
3
= —-3,3333333u°

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién

Figura 2.46. Grafica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion
def f(x):
return (3*(x)**8 - 2)
# Calcular la integral definida
a=-1 # limite inferior
b=1 # limite superior
result, = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado de la integral

print(“El resultado de la integral definida es:”, result)

Figura 2.47. Analisis 24

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
# Definir la funcién
def f(x):

return (3*(x)**8 - 2)
# Calcular la integral definida

a=-1 # limite inferior
b=1 # limite superior
result, _ = quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado de la integral

print("El resultado de la integral definida es:”, result)

El resultado de la integral definida es: -3.3333333333333335

"
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1
2.3.23. f (3x*+ 2x+ 6)dx
-1

1 1 1
3J- X"dx+2f de+6f 1d=

—_ 3X5 2 '

= (? +=x°+ ﬁx) .

= 13(;] +(19) +6{1]]— 13(_51] + (-1 +6(-1)
66

T 5

=13,2u’

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion

Figura 2.48. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
def f(x):
return 3*x**4 + 2*x + 6
def integral trapecio(a, b, n):
h=(b-a)/n
suma = 0
suma += f(a) + f(b)
for i in range(1, n):
xi=a+i*h
suma += 2 * f(xi)
integral = (h /2) * suma
return integral
resultado = integral trapecio(-1, 1, 1000)
print(resultado)
Figura 2.49. Analisis 25

def f(x):
return 3*x**4 + 2*x + 6
def integral trapecio(a, b, n):
h=(b-a)/n
suma = @
suma += f(a) + f(b)
for i in range(1, n):
xi=a+i*h
suma += 2 * f(xi)
integral = (h / 2) * suma
return integral
resultado = integral trapecio(-1, 1, 1000)
print(resultado)

13.200007999996794
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Zxti2x41
2.3.24, z—dx
; 3%+ 3x

? (x+1)°
. 3x(x+1)

‘x+1
:I dx
, 3
1 *x+1
:_f dx
30 X

1 2
x 1
3, % x

SIENES

1
=3 (x+In(lx))

1 1
=§*x+§*ln(|x|]
2

1 1
= §x+ E*ln(lxl] .

1 1 1 1
=§*2+§*ln(|2|]—(§*1+§*1n{lllj)
1 1

-+ ZeIn(2

3+3*n(]

=0,564382u°

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion
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Figura 2.50. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

x = symbols(‘x’)

expr = (x*2 + 2*x + 1) / (3*x*2 + 3*x)

integral = integrate(expr, x)

a=1 # Limite inferior

b =2 # Limite superior

result = integral.evalf(subs={x: b}) - integral.evalf(subs={x: a})

print(“El valor de la integral definida es:”, result)
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Figura 2.51. Analisis 26

from sympy import symbols, integrate

X = symbols('x")

expr = (x*2 + 2*x + 1) / (3*x*2 + 3*x)

integral = integrate(expr, x)

a =1 # Limite inferior

b =2 # limite superior

result = integral.evalf(subs={x: b}) - integral.evalf(subs={x: a})
print("El valor de la integral definida es:", result)

El valor de la integral definida es: ©.521460797839994

1 1
2.3.25. d
L (x+Dx+2)

Descomposicion de factores: se divide en dos factores.

=In(lx+ 1) —In(lx+ 2|)
= (In(lx+ 1) —In(lx + 2[))
=In(lx+ 1) —In(lx+ 2D

=In(l24+ 1) —In(12+ 2]) — [In(l1 + 1[) — In(I1 + 2])]
4
=ln§

=0,29 u

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

89



INTRODUCCION A LA SOLUCION DE INTEGRALES CON PROGRAMACION

Figura 2.52. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate
# Definir la funcion que quieres integrar
def f(x):

return 1/((x+1)*(x+2))
# Definir los limites de integracion
a=0 # Limite inferior
b =1 # Limite superior
# Calcular la integral definida
resultado, error = integrate.quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.53. Anélisis 27

from scipy import integrate
# Definir la funcion que quieres integrar
def f(x):
return 1/({x+1)*(x+2))
# Definir los limites de integracion
a =0 # Limite inferior
b =1 # Limite superior
# Calcular la integral definida
resultado, error = integrate.quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: ©.2876820724517809

0
2.3.26. f 4x% +8x +5dx

z

= f 4xzdx+f Exdx+f5dx

o

4 B
=—x*4+_-x"+5x
3 2 L,

=20+ 4(0) + 5(0) — [5(~2)° + 4(-2)+ 5(~2)]
14

=3

= 4,67 u”

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién.
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Figura 2.54. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion que deseas integrar
def f(x):

return 4* x **2 + 8 *x +5
# Definir los limites de integracion
a=-2 # Limite inferior
b =0 # Limite superior
# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.55. Analisis 29

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion que deseas integrar
def f(x):
return 4* x **2 + 8 *x + 5
# Definir los limites de integracion
a=-2 # Limite inferior
b =9 # Limite superior
# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 4.666666666666667

5

=§*'\,|"XE+E
1
a8 8
=(5-VF+s)-(5-Vr+s)

=30,753500 — 830,753500 — 8
= 22,753500 u’

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion 93
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P\J Calculadora Gréfica GeoGebra

2

Figura 2.56. Gréfica de la integral
| e ' ' ' ' ! '
- L e S | | | | | ]
® i:ﬂp:no(ejex} : By /4,
o BSEEEIELEHEHAL _
@ .
= (50 @ Y ] {91
a = IntegralN(f, x(A),x(B)) /
® - g s i
= 22.7535002524555 |
+ Entrada.. i I 1 / S
Y S / i
2- - // .......
e 3
A d4-227535002524555  |g
4 [) 3 4

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad

# Definir la funcion a integrar

def f(x):

return (4*x*2) / np.sqrt(x*3 + 8)

# Definir los limites de integracion

a=1 # Limite inferior

b =35 # Limite superior

# Resolver la integral definida

integral, error = quad(f, a, b)

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
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# Imprimir el resultado de la integral

print(“El valor de la integral es:”, integral)

# Crear una serie de puntos en el intervalo de integracion
x = np.linspace(a, b, 100)

y =)
Figura 2.57. Analisis 30

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion a integrar
def f(x):
return (4*x*2) / np.sqrt(x*3 + 8)
# Definir los limites de integracion
a=1 # Limite inferior
b =5 # Limite superior
# Resolver la integral definida
integral, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado de la integral
print("ELl valor de la integral es:", integral)
# Crear una serie de puntos en el intervalo de integracion
x = np.linspace(a, b, 100)
y = f(x)

El valor de la integral es: 22.708320445219243

2.3.28.u[aﬁ3x-k5}—xz]dx

3
J{3x+5—x2]dx
1

3 3 3
=J 3xdx+-[ de—J- < dx
1 1 1

3X23 X33

2 1 3 1
3(3)° 3(1)° 3@ 1
= - 5(3) —5(1) —— +=
5 S T53) -5 -5 +3
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3(9) 3(1) 27 1
=Ty Ty ATty
27 3 1
=?—§+1ﬂ—9+§

_4-['!

=3

=13,333333u°

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién.

Figura 2.58. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad
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# Definir la funcion a integrar
def f(x):
return (3*x + 5) - x**2
# Definir los limites de integracion
a=1 # Limite inferior
b =3 # Limite superior
# Resolver la integral definida
integral, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado de la integral
print(“El valor de la integral es:”, integral)
# Crear una serie de puntos en el intervalo de integracion
x = np.linspace(a, b, 100)

y =)
Figura 2.59. Analisis 31

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
# Definir la funcién a integrar
def f(x):
return (3*x + 5) - x**2
# Definir los limites de integracidn
a =1 # Limite inferior
b=3 # Limite superior
# Resolver la integral definida
integral, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado de la integral
print("El valor de la integral es:", integral)

X
Y

np.linspace(a, b, 100)
(%)

El valor de la integral es: 13.333333333333334

# Crear una serie de puntos en el intervalo de integracion
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2.3.29. f(i + x)dx
f 1+xdx

1
=J1+x2d}:
1
=J.1dx+J.de}1

2yx = |x|
+FT

= (x-l-—z{;* |X|) |4

3 0

=4+zﬁ*l4l_(ﬂ+2u’ﬁ*|nl)
3 3

28

3

=9,3333333u°

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

Figura 2.60. Grafica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
def funcion(x):
return 1 + np.sqrt(x)
a=0 # Limite inferior
b =4 # Limite superior
resultado, error = quad(funcion, a, b)
print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.61. Analisis 33

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from scipy.integrate import quad
def funcion(x):
return 1 + np.sqrt(x)
a =0 # Limite inferior
b =4 # Limite superior
resultado, error = quad(funcion, a, b)
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 9.33333333333333

4
2.3.30. f (3x*+ 5x+ 3)dx
1

J3xz+5*x+ 3dx

= J 3dex+f5xdx+-[3dx
%2
=X3+?+ 3x
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B E__|_5:~:2_|_3 |4
—\F 2 1

w A2 5*12
=4% 4 +3=4—|13+ > +3x%1
_ 219
2
=109,5 u®

Nota: u significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

Figura 2.62. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion

def funcion(x):
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return 3 * x**2+ 5 * x +3
# Definir los limites de integracion
lim_inf=1
lim sup=4
# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(funcion, lim_inf, lim_sup)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral definida es:”, resultado)

Figura 2.63. Analisis 34

from scipy.integrate import quad
# Definir la funciodn
def funcion(x):
return 3 * x**2 + 5 ¥ x + 3
# Definir los limites de integracion
lim inf = 1
lim sup = 4
# Calcular 1a integral definida
resultado, error = quad(funcion, lim inf, lim sup)
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral definida es:", resultado)

1l

El resultado de la integral definida es: 109.5

8 1
2.3.31.[ (x—3+ )dx
3 x— 2
J( 34— )dx
3 ® x—2
X s+l -2l |B
5 ®x+ In|x — 3

82 37
(E—3E}Hm3—m)—(E—3B}Hm3_m)
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~ (2 2atme) - (3-o+m1)
2 2

=(32—24+In6)—(45—9+ In1)

=(8+In6)—(—45+ In1)

=(8+In6) — (—4.5)

=(8+In6)+4.5

=125+ Iné6

= 14,29175947 u®

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién.

Figura 2.64. Grafica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
from scipy.integrate import quad
def integrand(x):
return x - 3 + 1/(x - 2)

# Limites de integracion
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# Resuelve la integral definida
result, error = quad(integrand, a, b)
# Imprime el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, result)

Figura 2.65. Analisis 35

from scipy.integrate import quad
def integrand(x):
return x - 3 + 1/(x - 2)
# Limites de integracion
a=3
b=28
# Resuelve la integral definida
result, error = quad(integrand, a, b)
# Imprime el resultado
print("El resultado de la integral es:", result)

El resultado de la integral es: 14.291759469228085

2332 [ ()

1 2
109 10 cos (2x)
= [ Ge- | =
_lz -1 2

-GS - 25

1 1 .
—~ (10— (1)) — 5 (sin(2* 10) — sin(2 * ~1))

B (1(] —1) (5'111(2 #10) sin(2=* —1])
“\z2 2 4 4
= (5— (—0,5)) — (0,2282363127 — (—0,2273243567))

=(5+0,5)—(0,2282363127 + 0,2273243567)
= (5,5) — (0,455560669)
= 5,044439331u’

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién.
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Figura 2.66. Grafica de la integral
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from scipy.integrate import quad
import numpy as np
# Funcion a integrar
def f(x):
return (1 - np.cos(2*x)) / 2
# Limites de integracion
a=-1
b=10
# Resolucion de la integral
resultado, error = quad(f, a, b)

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.67. Analisis 36

from scipy.integrate import quad
import numpy as np
# Funcion a integrar
def f(x):
return (1 - np.cos(2*x)) / 2
# Limites de integracion
a. = -1
b =10
# Resolucion de la integral
resultado, error = quad(f, a, b)
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 5.044439330611673

-1
2.3.33. f (6x*+ 12x— 8)dx
-2

5x31_12x2 5
=|—= — Ox
3 2

= 2x* + 6x” — 8x|_1

= (2(—2)* +6(—2)? — 8(—2) — (2(—1)* + 6(—1)* — 8(—1))
=(2(—8)+6(4)+16)—(2(—1) +6(1) +8)
=(—16+24+16)— (—2+6 +8)

=(24)—(12)

=12u?

-1

-2

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién.
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Figura 2.68. Gréfica de la integral
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from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion a integrar
def funcion(X):
retun 6*X**2 + 12*X - §
# Definir los limites de integracion
=—1 # Limite inferior
b = -2 # Limite superior
# Calcular la integral
resultado, error = quad(funcion, a, b)
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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2.3.

Figura 2.69. Analisis 37

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcidn a integrar
def funcion(X):
return 6*¥X**2 + 12*X - 8
# Definir los limites de integracidn
a=-1 # Limite inferior
b = -2 # Limite superior
# Calcular la integral
resultado, error = quad(funcion, a, b)
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 12.0

4
34.J1v3x+4dx
° 4
= f (3x+4)" dx
J‘lﬁ' 1dy
= VZ_
4 3
16
=1J- v1i2 dy
3Js

1 16
—+1

I‘\""“"‘“"| Yiw
* &
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_ 216 2/#
T 9 9
2047 2(2)°
9 9
_2(64) 2(8)

9 9

Nota: u significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

Figura 2.70. Gréfica de la integral
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from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion que se desea integrar
def f(x):

return (3*x + 4)**(1/2)

# Definir los limites de integracion
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a=0

b=4

# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado

print(resultado)

Figura 2.71. Anélisis 38

from scipy.integrate import quad

# Definir la funcion que se desea integrar

def f(x):

return (3*x + 4)**(1/2)
# Definir los limites de integracion
a =20
b=24
# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado
print(resultado)

12.444444444444446

-1 dx
2.3.35. j

Formula

[+

= J.__l(x —1)73 dx

2

J_i dx (x—l]_“ij_l: (x—1)7*
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=17 1 '1]
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L 36

—-175

36
5

72

= —0,06944 1*

Nota: u* significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

Figura 2.72. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

# Definir la variable simbdlica y la funcion

x = symbols(‘x’)

f=(1)/ ((x - 1)**3)

# Calcular la integral definida

resultado = integrate(f, (x, -2, -1))

# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.73. Analisis 39

from sympy import symbols, integrate

# Definir la variable simbélica y la funcion
X = symbols('x")

s £ D R (O R Bhat

# Calcular la integral definida

resultado = integrate(f, (x, -2, -1))

# Imprimir el resultado

print(resultado)

]

-5/72

J-'\-'rﬂ dX
2.3.306.
, 1+x?

Esta integral se resuelve muy répido si recordamos que

dx 43
J =ar‘ctanx[ .
1+x° 1

= arctan VE —arctanl

m T

3 4
T

T 12
=0,2617 u*u*

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.
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Figura 2.74. Gréfica
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import numpy as np
# Definicion de la funcion a integrar
def f(x):
return 1/ (1 + x**2)
# Limites de integracion
a=1 # Limite inferior
b =np.sqrt(3) # Limite superior
# Numero de puntos para la aproximacion numérica
n= 1000
# Resolucion de la integral definida utilizando la regla del trapecio
x_vals = np.linspace(a, b, n)
dx=(b-a)/n
integral = np.sum((f(x_vals[:-1]) + f(x_vals[1:])) * dx/2)

print(“El resultado de la integral definida es:”, integral)
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Figura 2.75. Anélisis 40

import numpy as np
# Definicion de la funcion a integrar
def f(x):
return 1 / (1 + x**2)

Limites de integraciodn

=1 # Limite inferior

= np.sqrt(3) # Limite superior

Ndmero de puntos para la aproximacidn numérica

= 1000

Resolucién de la integral definida utilizando la regla del trapecio
_vals = np.linspace(a, b, n)
dx = (b -a) /n

integral = np.sum((f(x_vals[:-1]) + f(x vals[1:])) * dx / 2)
print("El resultado de la integral definida es:", integral)

X # I3 B oo &

El resultado de la integral definida es: ©.2615376010843391

2
2.3.37. f x? —4x+3dx
1

= f(xzjdx— 4 f{x]dx + f{3]d3

2 2 2
=J xzdx—dl-j xdx+f 3dx
1 1 1

< 4XZ+3 z
=——4— ®
3 2
1
x? :
=——2x> 4+ 3x
3 1

23 5 13 5
8 1
=52 +6-5+2(1)-3

8 1
=——2(4)+6——1+2(1)—3
5 2@) +6-2+2(1)

= —0,6666666667 u”

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.
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Figura 2.76. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
import sympy as sp
X = sp.Symbol(‘x’)
f=x%*2-4*x +3
integral result = sp.integrate(f, (x, 1, 2))

print(“El resultado de la integral es:”, integral result)
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Figura 2.77. Anélisis 41

import sympy as sp
X = sp.Symbol( 'x")
f = x**2 - 4% + 3
integral result = sp.integrate(f, (x, 1, 2))

El resultado de la integral es: -2/3

print("El resultado de la integral es:", integral result)

i0 M 2
x+ 3
2.3.38. f udx
2 24x

Aplicar algebra a la funcion para facilitar su calculo:
- [PORABE T,
2 2vx
10 & g
2 2vx
10 ﬁur_
2 Z\E ‘k-"'_ \-"'_

—Jm S SR
o , 2x0%5 205

xZ 1
=;+3x+ 9x2

2
10

=X%E+3x+9u'§

Imu’_

2

= 69,0014 — 19,6707
= 49,3307 u*

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

+3(10) + sw’_l I— +3(2) +9v2
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2 ] | 1
® |- (v’2§+3 B \| ......... ENEEEEEENEEEEENE
% | |
@ c=0 : L | eeyEngg|
® A=(100)
4
o a = IntegralN(f, x(C), x(A))
= 49.3306933724701 T2
-4~ Entrada... : (B A
: 0 4 5 3
l a= 49.33}0693372‘}701

Figura 2.78. Gréfica de la integral

A1

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

class IntegralDefinida:

def init (self, a, b, n): (Nota: es doble guion bajo para la programacion)

selfa=a

selfb=>b

selffn=n
def f(self, x):

return ((x**0,5 + 3)**2) / (2 * (x**0.5))
def calcular integral(self):

h = (self.b - self.a) / self.n
suma = 0
x = self.a
for i in range(1, self.n):

x+=h

suma += self.f(x)
integral =h * (0.5 * (self.f(self.a) + self.f(self.b)) + suma)
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return integral

# Definir los limites de integracion y el nimero de divisiones

a=2
b=10
n= 1000

# Crear una instancia de la clase IntegralDefinida
integral = IntegralDefinida(a, b, n)

# Calcular la integral definida

resultado = integral.calcular_integral()

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.79. Analisis 42

class Integralpefinida:
def init_ (self, a, b, n):

self.a = a
self.b = b
self.n = n

def f(self, x):
return ((x**0.5 + 3)**2) / (2 * (x*™0.5))
def calcular_integral(self):
h = (self.b - self.a) / self.n
suma = @
x = self.a
for i in range(1, self.n):
x +=h
suma += self.f(x)
integral = h * (6.5 * (self.f(self.a) + self.f(self.b)) + suma)
return integral
Definir los limites de integracion y el nimero de divisiones
=2
10
= 1208
Crear una instancia de la clase Integralbefinida
integral = Integralbefinida(a, b, n)
# Calcular la integral definida
resultado = integral.calcular_integral()
print("El resultado de la integral es:", resultado)

# 3 Cow #
I

El resultado de la integral es: 49.33069671446148
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2.3.39 J-El-l-l .ld
.3.39. 14— ——dx
2 x* Vx

x~1 05 lo
T 705 .
- 1 \E 10
% 0,5 5
sl 1
5 05
=1,65629117 u®

1 42

2 li.'l,S:J

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

Figura 2.80. Gréfica de la integral

f:)|r=1+l—i

2 V&
A=(20)

B=(50)

a = IntegralN(f, x(A), x(B))
= 1.6562911697465

Entrada...

&
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3
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

class FuncionIntegrable:
def init (self):
pass
def funcion(self, x):

return 1 + 1/x**2 - 1/x**0.5
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def calcular integral definida(self, limite inferior, limite superior, num_
intervalos):

delta x = (limite_superior - limite inferior) / num_intervalos
suma = 0.0
for 1 in range(num_ intervalos):
Xx_1=limite inferior +1 * delta x
suma += self.funcion(x 1+ delta x/2)
resultado = suma * delta x
return resultado
# Crear una instancia de la clase FuncionIntegrable
funcion_ejemplo = FuncionIntegrable()
# Definir los limites de integracion y el nimero de intervalos
limite inferior = 2
limite superior = 5
num_intervalos = 1000
# Calcular la integral definida utilizando el método del punto medio

resultado = funcion_ ejemplo.calcular integral definida(limite inferior, li-
mite_superior, num_intervalos)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral definida es:”, resultado)
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Figura 2.81. Analisis 43

class FuncionIntegrable:
def - init (self):
pass
def funcion(self, x):
return 1 + 1/x**2 - 1/x**0.5
def calcular integral definida(self, limite inferior, limite superior, num_intervalos):
delta x = (limite superior - limite inferior) / num_intervalos
suma = 9.9
for i in range(num_intervales):
x_i = limite inferior + i * delta_x
suma += self.funcion(x_ i + delta x/2)
resultado = suma ¥ delta x
return resultado
# Crear una instancia de la clase FuncionIntegrable
funcion_ejemplo = FuncionIntegrable()
# Definir los limites de integracidon y el nimero de intervalos
limite inferior = 2
limite superior = 5
num_intervalos = 1008
# Calcular la integral definida utilizando el método del punto medio
resultado = funcion ejemplo.calcular integral definida(limite inferior, limite superior, num intervalos)
# Imprimir el resultado
print(“El resultado de la integral definida es:", resultado)

Fl resultado de la integral definida es: 1.6562911315174165

: X
2.3.40. f ———dx
o

x* + 25

1o

| =

o X°+ 25

1 J‘l 2x

2 Jyx2+25

1 1

= (—ln{xz + 25])
2 0

1 1
= Eln{-:]z + 25) —5111(1z + 25)

=0,02 u®

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.
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Figura 2.82. Gréfica de la integral
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©
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B
4 | Entrada., i a=002 fl

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

# Definir la funcion que se va a integrar
def f(x):

return x / (x**2 + 25)
# Definir los limites de integracion
a=0 # Limite inferior
b =1 # Limite superior
# Definir el nimero de subintervalos para la aproximacion
n= 1000
# Calcular el ancho de cada subintervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcion
suma =0

# Calcular la suma de los valores de la funcion en los puntos interiores de los
subintervalos
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for 1 in range(1, n):
x=a+i*h
suma += f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral usando la regla del trapecio
resultado = h * (f(a) + f(b) + 2 * suma) / 2
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.83. Analisis 44

# Definir la funcién que se va a integrar
def f(x):
return x / (x**2 + 25)
# Definir los limites de integracion
a =8 # Limite inferior
b =1 # timite superior
# Definir el nimero de subintervalos para la aproximacion
n = 1000
# Calcular el ancho de cada subintervalo
h=(b-a)/n
# Inicializar la suma de los valores de la funcién
suma = @
# Calcular la suma de los valores de la funcion en los puntos interiores de los subintervalos
for i in range(1, n):
X=a+1i*h
suma += f(x)
# calcular la aproximacion de la integral usando la regla del trapecio
resultado = h * (f(a) + f(b) + 2 * suma) / 2
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral es:", resultado)

El resultado de la integral es: 0.019610356201887193

8
2.3.41. f (—x* + 8x)dx
o

B x3+sz 8
W37 2
)
3
X
=| ——+4x*
)
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— 83 2 03 2
= (—?+4(8j )— (—;+ 4(0) )

= (—170,66 + 256) — 0

= 85,33u’
Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién.

Figura 2.84. Grafica de la integral

f(x) = = +8x =)' |S!
A = Interseca(f, EjeY, 1)

= (0,0)

B = Punto{f) H 1 i 2
= (8,0) ®

a = Integrai(f, x(A), x(B))
= 8533 ! ! 0

Entrada

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
def funcion(x):
return -x**2 + 8*x

def calcular integral definida(funcion, limite_ inferior, limite superior, nu-
mero_intervalos):

intervalo = (limite_superior - limite inferior) / numero_intervalos
suma_integral = 0
for 1 in range(numero_intervalos):
x = limite_inferior + (i + 0.5) * intervalo
suma_integral += funcion(x)
resultado = intervalo * suma_integral
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return resultado
# Definir los limites de integracion
limite_inferior =0
limite_superior = 8
# Calcular la integral definida con 100 intervalos

resultado = calcular_integral definida(funcion, limite inferior, limite supe-
rior, 100)

# Imprimir el resultado

print(resultado)

Figura 2.85. Analisis 45

def funcion(x):
return -x**2 + 8%x
def calcular_integral definida(funcion, limite_inferior, limite_superior, numero_intervalos):
intervalo = (limite superior - limite inferior) / numero intervalos
suma_integral = 0
for i in range(numero_intervalos):
x = limite_inferior + (i + 8.5) * intervalo
suma_integral += funcion(x)
resultado = intervalo * suma integral
return resultado
# Definir los limites de integracidn
limite_inferior = 8
limite superior = 8
# Calcular la integral definida con 1ee intervalos
resultado = calcular_integral_definida(funcion, limite_inferior, limite_superior, 199)
# Imprimir el resultado
print(resultado)

85.33759999999995

4 X
2.3.42. "[ ———E;————Iix
2 Yyx=—1
1
_L_Z\.Edu

1-[“1[1
= — ¥ —
2 J; yu
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17 1
=3 [22]
2

=2 [2val

= %(zxﬂﬁ— 2v3)

=V15-3

= 2,1409 u?

2z
4
2

Nota: u® significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién.

@

x

Figura 2.86. Grafica de la integral
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Entrada

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, sqrt, integrate
# Definir las variables simbolicas

x = symbols(‘x’)

# Definir la funcion

funcion = x / sqrt(x**2 - 1)

# Calcular la integral definida

integral = integrate(funcion, (x, 2, 4))

# Evaluar el resultado numérico aproximado
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resultado_numerico = integral.evalf()
# Imprimir el resultado numérico

print(“El valor numérico de la integral es:”, resultado_numerico)

Figura 2.87. Analisis 46

from sympy import symbols, sqrt, integrate
# Definir las variables simbodlicas

X = symbols('x"')

# Definir la funcidn

funcion = x / sqrt(x**2 - 1)

# Calcular la integral definida

integral = integrate(funcion, (x, 2, 4))

# Evaluar el resultado numérico aproximado
resultado numerico = integral.evalf()

# Imprimir el resultado numérico

print("El valor numérico de la integral es:", resultado numerico)

El valor numérico de la integral es: 2.14093253863854

+ 1
2.3.43. f dx
0 1+4x

[,

u

*fu—1
= du
u u

1
J —du =In(3)
Ah s
2(2—1n(3))
=1,80277 u*

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.
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Figura 2.88. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy.functions.elementary.miscellaneous import sqrt
# Definir la funcion a integrar
def f(x):
return 1/ (1 + sqrt(x))
# Definir los limites de integracion
limite inferior =0
limite superior =4
# Definir el nimero de subintervalos para aproximar la integral
num_subintervalos = 1000
# Calcular el ancho de cada subintervalo
ancho_subintervalo = (limite_superior - limite inferior) / num_subintervalos
# Inicializar la suma de los valores de la funcion en los extremos
suma = f(limite_inferior) + f(limite superior)
# Calcular la suma de los valores de la funcion en los puntos interiores
for i in range(1, num_subintervalos):

x = limite_inferior + i * ancho_subintervalo
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suma +=2 * f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral
resultado = (ancho_subintervalo / 2) * suma
# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral definida es:”, resultado)

Figura 2.89. Analisis 47

from sympy.functions.elementary.miscellaneous import sqrt
# Definir la funcidén a integrar
def f(x):
return 1 / (1 + sqrt(x))
# pefinir los limites de integracidn
limite_inferior = 0
limite superior = 4
# Definir el ndmero de subintervalos para aproximar la integral
num_subintervalos = 1600
# Calcular el ancho de cada subintervalo
ancho_subintervalo = (limite_superior - limite_inferior) / num_subintervalos
# Inicializar la suma de los valores de la funcion en los extremos
suma = f(limite inferior) + f(limite superior)
# Calcular la suma de los valores de la funcién en los puntos interiores
for i in range(1, num_subintervalos):
x = limite_inferior + i1 * ancho_subintervalo
suma += 2 * f(x)
# Calcular la aproximacion de la integral
resultado = (ancho_subintervalo / 2) * suma
# Imprimir el resultado
print("El resultado de la integral definida es:", resultado)

El resultado de la intepral definida es: 1.80282666956742

5
2.3.44. f 2x — cos (5x) dx
° 5
=I 2x — cos(5x) dx
0

5 5
=J 2x dx—J- cos(5x) dx
0 0

sin(5x)
5

2
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- sen(5x)
% 5

(52 B sen(5+5)

5 )_(nz

5

o

25
c_ sen(25)

5

= 25,02647 u’

sen(5- L'l)
5

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.

Figura 2.90. Gréfica de la integral
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from sympy import symbols, integrate, cos

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

# Definir la variable simboélica
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X = symbols(‘x’)

# Definir la funcion

funcion = 2*x - cos(5*x)

# Calcular la integral definida y obtener el resultado numérico
integral = integrate(funcion, (x, 0, 5)).evalf()

# Imprimir el resultado

print(“El valor numérico de la integral es:”, integral)

Figura 2.91. Anélisis 48

from sympy import symbols, integrate, cos

# Definir la variable simbolica

X = symbols('x")

# Definir la funcidn

funcion = 2*x - cos(5*x)

# Calcular la integral definida y obtener el resultado numérico
integral = integrate(funcion, (x, @, 5)).evalf()

# Imprimir el resultado

print("El valor numérico de la integral es:”, integral)

El valor numérico de la integral es: 25.0264793500196

2.3.45. fﬁln 5x — cos(6x) dx
= J. In(5) 4+ In(x) — cos(6x) dx

= J In(5)dx+ jln{x] dx — j cos(6x)dx

&

= In(5)x +In(x)x —x — senéﬁxj
=lﬂ{5]ﬁ +ln{ﬁ]*ﬁ— 6_@_(111(5)1 +lﬂ{1j* 1.1 _SEH{:*:‘.]

—sen(36) + sen(6)
G

= In(145800000) — 5 +

=13,91647 u’

Nota: u” significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcién. 130
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Figura 2.92. Gréfica de la integral
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate, In, cos

X = symbols(‘x’)

expr = In(5*x) - cos(6*x)

integral = integrate(expr, x)

a=1 # Limite inferior

b =6 # Limite superior

result = integral.subs(x, b).evalf() - integral.subs(x, a).evalf()

print(“El valor de la integral definida es:”, result)
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Figura 2.93. Analisis 49

from sympy import symbols, integrate, 1ln, cos

x = symbols('x")

expr = 1In(5*x) - cos(6*x)

integral = integrate(expr, x)

a=1 # Limite inferior

b=6 # Limite superior

result = integral.subs(x, b).evalf() - integral.subs(x, a).evalf()
print("El valor de la integral definida es:", result)

El valor de la integral definida es: 13.9164736034129

Bax+1
2.3.46. > dx
s X°+ X

g i1
J, s
uJEX{X‘F'].]

BA g
= -—dxi-J" Bdx
o

o5 & L5

_ 2x+1
Cx(x+1)
A B
;+x+1
=2x+1
=A(x+1)+B-x
x=0—=1=A
x=—-1—-—-1=-B

Resolucion de la integral:

B2x+1
e

o5 X- T+ X

g1 g1

- [ Gax+ [ —=as

Lﬁﬂ 0sXt+1
=In(x)+ In(x+1) |3J5

= [In(8) +In(8 4+ 1) — In(0,5) + In(0,5 + 1))]
= 4,564348u’

Nota: u? significa unidades al cuadrado del tipo que se empleen en la funcion.
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Figura 2.94. Gréfica de la integral
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Entrada.

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion que se desea integrar
def f(x):
return (2*x +1)/(x**2 + x)
# Definir los limites de integracion
a=1/2
b=28
# Calcular la integral definida
resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.95. Anélisis 50

from scipy.integrate import quad
# Definir la funcion que se desea integrar
def f(x):

return (2*x +1)/(x**2 + x )

# Definir los limites de integracion
a2

b=238

# Calcular la integral definida

resultado, error = quad(f, a, b)
# Imprimir el resultado
print(resultado)

4.564348191467837

2.4. EJERCICIOS DE INTEGRALES INDEFINIDAS

Enhanced (2020) considera que integrar es el proceso reciproco del de de-
rivar, es decir, dada una funcion f(x), se trata de buscar aquellas funciones F(x)
que, al ser derivadas, conducen a f(x).

Integral indefinida

Se dice, entonces, que F(x) es una primitiva o antiderivada de f(x); dicho de
otro modo, las primitivas de f(x) son las funciones derivables F(x) tales que:

F’(x) = f(x).

Si una funcion f(x) tiene primitiva, entonces tiene infinitas primitivas, dife-
renciandose todas ellas en una constante.

[F(x)+ C]"=F(x) + 0 =F(x) = f(x)
Integral indefinida

Integral indefinida es el conjunto de las infinitas primitivas que puede tener
una funcion (Enhanced, 2020).

Se representa por | f(x) dx.
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Se lee: integral de x diferencial de x.

[ es el signo de integracion.

f(x) es el integrando o funcidn a integrar.

dx es diferencial x, e indica cudl es la variable de la funcidon que se integra.
C es la constante de integracion y puede tomar cualquier valor numérico real.
Si F(x) es una primitiva de f(x) se tiene que:

[ f(x) dx = F(x) + C

Para comprobar que la primitiva de una funcion es correcta, basta con derivar.

Propiedad de linealidad, la integral de una suma de funciones es igual a la
suma de las integrales de esas funciones.

Propiedades de la integral indefinida.
J[fex) + g()] dx =] f(x) dx +] g(x) dx

La integral del producto de una constante por una funcion es igual a la cons-
tante por la integral de la funcion.

[k f(x) dx =k [f(x) dx

A continuacion, se presentan ejercicios de integrales indefinidas con el objeti-
vo de que los estudiantes puedan adquirir destrezas en su proceso de aprendizaje:

Ejercicios de integrales indefinidas

-

2.4.1. J (4x® + 3x*) dx

B 4x* 4+ 3x° Lc
4 3
=x*+x3+C
ro4xZdx
2.4.2. J _—
Vx3+ 8
Resolucion:
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Respuesta:

(5]
=§'\|'X3+8+C

%2
2.4.3. f dx

x3 -2

Resolucion:

u=x-2

du = 3x%dx
du
— =x%dx
3
du
3u
1 [du

3 u

1
= Eln{u] +C

Respuesta: 1
= Eln{xa —2)+C
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Resolucion:

J ||1n[x +vx*+1) q
| X
\

1+ x°

u= 1n(x—|—~..“x:+ l)

t:lu=—""'—2 ax:+ldx
x+vxi+1
VxP+14+1

du=—‘*%dx
x+vVxi4+1

dx

4 Vxi+1+x
u= — —
(x+Vx*+ 1)(vx=+ 1)
1
du=——"dx
v+ 1

Transformamos la fraccion en el producto de dos fracciones:

Sustituimos:

Reemplazamos:

Respuesta:

— =
1+4+x-

J‘ ||1n[x +vxi41) 4
!
N

= [ s+ vaen)- |

= J \."Edu
1
= J uz du

3
_1_1: C
2

3
= 24+ C

b

2
3
2
3

1n(x+ Jx2+1)+c

1

- dx
v1+x-
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In(x+1)—Inx
2.4.4. f dx

x(x+1)
Resolucion: 1
1 1)—-Inx-——dx
J n(x+1)—Inx T
u=In(x+1)—Inx
1 1
du = ——dx
x+1 x
du = xt+1
neE x(x+ 1)
q 1
" x(x+1)
du = 1
" x(x+ 1)
= J. u(—du)
=— J u(du)
= w +C
2
Respuesta: — (n(x+ 1) — Inx)?

EEx
a’®

Resolucion:

J e~ dx

u=e =
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Respuesta: 1
=——e ¥ 4C
2

TV x4+ 41— %2
2.4.6.J dx
V1 —x*

Racionalizamos y separamos la funcion:

V14 x? 31— xt
J . — —dx + J - — —dx
V14 xeyl—x= V14 xey1l—x=

J dx f dx
. —+ | - =
V1—x-° v1+=x-

Aplicamos las formulas de integracion a cada una de las integrales:

Simplificamos:

Esta es una integral estdndar que se utiliza una formula directa:

-

1
J. ———dx = arcosin(x) + C
Vv1—x-

=

v1—x=

1
J ———dx = arcosin(x)
Esta integral la realizamos una sustitucion trigonométrica:

Sustituimos
X = tan (u)
u = arctan(x)

dx = sec?(u)du

J dx sec?(u)

Vvi+x? /1 +tan?(u)

Simplificamos la funcion de la integral aplicando las identidades trigonométricas:

sec’x =tan°x+ 1

J sec(u) du

Ampliamos la fraccion por tan(u) + sec (u)
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Jsec(u] tan(u) + sec(u) du

tan(u) + sec(u)

Expandimos: sec(u) tan(u) + sec?(u)
J tan(u) + sec(u)
Sustituimos:
v = tan(u) + sec(u)

dw 2
™ = sec{u) tan(u) + sec”(u)

1
du = d
" sec{u) tan(u) 4+ sec*(u) v

1
=J—dv
v

Es una integral estandar donde utilizamos la féormula:

1
J—dx =lInlx|+C
X

= In|v|
Reemplazamos v = (tan(u) + sec(u))

In(tan(u) + sec(u))
Reemplazamos u = arctan (x)

In(tan (arctan (x)) + sec (arctan(x))
Donde:

tan(arctan(x)) = x

sec(artan(x)) = vx2 +1

ln(x—I- Jvri+1)

La respuesta de la integral seria:
—
= arcosin(x) + ln(‘ﬁ..“ 1+x° —|-xD +C

Nos quedaria:
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-

2. 4.?.J (2% + 3%)%dx

Separamos la integral:

sz-‘ dx+zjz-‘=-3* dx—|—J3:"‘ dx

JZE"‘ dx—l-zfﬁ"‘ dx+f3:"‘ dx

Aplicamos las formulas de integrales a cada una:

a?{
J a*dx= +C

In|al

-

22% qy = ——_ C
J. = omizl T

6?{
6% dx = C
J * el T

-

&X

3% dx= C
J. = omiEl

La integral resuelta seria:
4.‘{ 6.‘{ g.‘{
= + 2 + +C
In|2| Inl6]  2In|3]

~ zx—l _ 5:;—.1.

2.4.8. J —dx
10%

Separamos la funcion en dos integrales:
2.‘{+1 5?{—1
j - dx
10* 10*
2x+1 53{—1
J dx — J- dx
10% 10%
Aplicamos la linealidad:

2% 1 [ 5*
2 dx — — dx
10* 5) 10%

Resolvemos cada integral:

2?{
dx
10*
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1

—dx
5?{
Sustituimos:
u= —x
du _
dx
dx = —du

Donde nos quedara:

— J S%du

Resolviendo la integral:

J S%du

Aplicamos la formula de integracion:

a?{
J atdx = +C

In|al
~In (5)

Reemplazamos las integrales ya resueltas:

—JS” du

ELJ
In(5)
Reemplazamos la sustitucion u = —xu = —x
B 1
~ In(5)-5%

5?{
J dx
10*

Combinamos exponenciales:

1
—dx
2?{

Sustituimos:
= —X
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du B

dx

dx = —du
Donde nos quedara:

=— J 2%du
Resolviendo:

J 2" du

~ In(2)

Reemplazamos las integrales ya resueltas:

—Jzudu

— 2"
In(x)

Reemplazamos u = —x

B 1
In(2) - 2%

Reemplazamos en las integrales resueltas:

2% 1 5%
EJ- dx——J- dx
10 5] 10%

B 1 2
"~ 5In(2)-2% In(5)-5%
2x+1 _ 5.\!—1
|
10%
Respuesta: 1 2

= - c
SI(2) -2 In(5) 5%

2 49 J"( 2 _[lnx]z“‘)dx

1—x X

Resolucion: 5 (Inx) 2 9
= J dx + j s —dx
1—x X
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u=1—=x w=Inx
1
du= —dx dw = —dx
X
—du = dx

du .
=2 ——+ | wodw

u

dw i
=—2|—+ | wodw

u

w3
= —2 In|w] +?+C

Respuesta: 3

In *x
=—2In|]1 —x|+ 3

+C

f _
|]11I:x + V=2 + 1}

2.4.10. f | —— dx
4 1+x

Resolucion:

u=ln(x+w.."x:+ 1)

1+2 2j!':+l

du= 2+ g
x+Vx?+1
Vvf4+1+1

du=J:X:+l dx
x+Vxi+1

VxZ+1+x

du = = - dx
(x+vVx*+ DW=+ 1)
1
du = dx
Vi 41

Transformamos la fraccion en el producto de dos fracciones:

J \jln(x + \fm dxc

1+ x°
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[ 1
| ¥
= In x+y’x-+l|~j—dx
J"ql ( ‘u'll+x:

Sustituimos:
= J \."E du
L
= j uz du
Reemplazamos: 3
=3 +
2
2 3
=-zuz+C
3
Respuesta:

-

2.4.11. J cot’x dx

_2 [ —.
—Eln(x-l-wx +1)4cC

Resolucion por medio de identidades trigonométricas/hiperbodlicas:

cot“x =cscx— 1

J(csc: (x)—1) dx

Aplicamos la linealidad:

J csc?(x)dx — f 1dx

Resolvemos las integrales:

J cscl(x)dx

Utilizamos la féormula de integrales trigonométricas:

j csci(u)du= —cotlu) + C

= — cot(x)

1dx

I

o
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Reemplazamos en las integrales ya resueltas:

Jcsc:[x]dx—Jldx

= —cot(x) —x

La respuesta a la integral seria:

= —cot(x) —x+C
2.4.12. J
XT4a
Resolucion:
Sustituimos donde:
u=x+a
du = dx

Donde nos queda:
1
J. —dx
u

Es una integral estandar; entonces, utilizamos la féormula de integracion:

du
j—=1n|u| +C
u

Reemplazamos u:

In(x+ a)

La respuesta de la integral seria:

In(|x+al)+C

-

2.4. 13.J (2x— 3)'%dx

Resolucion:

Sustituimos:

u=2x—3
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Donde nos queda:

2

Resolvemos la integral:

j u'® du

Utilizamos la férmula de integracion:

nt+l
u® du= +CVn#
J n+1
1 ull
=317
ull
T 22
Reemplazamos u = 2x — 3:
(-3t
- 22
Le respuesta de la integral seria:
2x—3)H
N % Te
2.4.14. J V1—3xdx
Resolucion:
Sustituimos:
u=1-—3x
du
dx
1
dx = ——
3

—1 regla de la potencia.
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Donde nos quedara:

lj“'_d
=—= fu du
3 W

Resolvemos la integral:

J Judu

Utilizamos la férmula de integracion:

un+J.
j u® du= + C; ¥ n # —1 regla de la potencia.

n+1
1
l_ us du
2
B 1 3us
3 4
=]
us
T4
Reemplazamos u = 1 — 3x:
a
(1—3x)3
- 4
Le respuesta de la integral seria:
(1- 303
1—3x)3
4
r odx
2.4.15. J —_—
V2 —5x
Resolucion:
Sustituimos:
u=2—5x
du _
dx
de=—-—
5
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Donde nos queda: 171
= —= —::du
5 Y

Resolvemos la integral:
1
—du
W

Aplicamos la formula de integracion:

un+1
Ju“du= +C; Vn#

n+1
1 1
= ——q 2
5
1 2/
—_ — n'u
c eV
Reemplazamos u = 2 — 5xu = 2 — 5x
EJE
B 242 —D5x
a 5
La respuesta de la integral seria:
_ 22k
a 5
rodx
2.4.16. J ——
2 + 3x?
Resolucion:
Sustituimos: V3
u=—-—-—=
V2
du \."'E 1.."5
T — dx = —
dx /2 V3
Va2
= J — = du
v3yvi2u-+ 2
Simplificamos:

—1 regla de la potencia.
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Resolvemos la integral por medio de la formula de integracion:

1
J du = arctan(u) + C

u* +1
= arctan (u)
Reemplazamos:
1
—— - arctan (u)
V2v3
__arctan (u)
"».-"E‘u'llg
=
arctan @
‘u"'i‘u"'i
La respuesta de la integral seria:
==
arctan ﬁ{
V2
=-— —~""‘.¢C
V6
[ xdx
2.4.17. J
Vi1 —x?
Resolucion:
Sustituimos:
u=1-x°
du .
= 9y
dx
1
dx = ——
2x
Donde nos queda:
1 1
=—5 | —=du
2 ﬁ"llu

Resolviendo la integral:

1
—du
Vu
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Aplicamos la formula de integracion:

un+l
J u® du= + C; ¥ n # —1 regla de la potencia.

n+1
n=-—-
2
= ZV"E
Reemplazamos:

171
= - —;:du

2 ‘u'lu
= — E'E
= —4/1—x?

La respuesta de la integral seria:
—
=—J1-x24¢C
2.4, IB.J sen(5x) —sen(5a)dx
Resolucion:
Aplicamos la linealidad:

= J sen(5x)dx — sen(5a) f 1dx

Resolvemos la integral:

J sen(5x)dx

u= 5x du = 5dx
Donde nos queda:

Y

Resolvemos la integral:

J sen(u)du
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Aplicando la férmula de integracion:
J sen(u)du= —cos(u) +C
= —cos(u)
Reemplazamos: .
c J. sen(u)du
1
—gcos (5x)

Resolvemos la integral:

Jldx

Aplicamos la formula de integracion:
=x
La respuesta de la integral seria:

1
=z cos(5x) —sen(5a) x+ C

i dx
2.4.19. —_—
J 1+ cos(x)

Resolucion:

Simplificamos usando las identidades trigonométricas/hiperbodlicas:

zjﬂ

dx
2
Sustituimos:
X
X==
2
du 1
dx 2
dx =2
Donde nos queda:
= J- sec”(u)du
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Aplicamos la formula de integracion:

J sec?(u)du = tan(u) + C

= tan(u)

tan @

La respuesta de la integral seria:

Reemplazamos:

X
= tan [E) +C
i (1 dx
2.4.20. J 5&11{—]—2
VXS X
Resolucion:
Sustituimos:
u=-—
X
du 1
dx  x°
dx = —x°
Donde nos queda:
- J. sen(u) du
Resolvemos la integral:
j sen(u) du

Aplicamos la formula de integracion:

J sen(u)du= —cos(u) + C

= —cos(u)

Reemplazamos:

— J sen(u)du

= cos (u)
e
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La respuesta de la integral es:

[ xdx
2.4.21. J _
3 —2x?
Resolucion:
Sustituimos:
u=3— 2x°
du 4
= 4y
dx
1
dx=——
4
Donde nos queda:
11
—— | —du
41 u

Resolviendo la integral:
1
J —du
1
Aplicamos la formula de integracion:

du
J—=1n|u| +C
u

=In|u|

Reemplazamos: 1 j 1

La respuesta de la integral seria:

l ¥
= —Eln(la—z}:-lj +C
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2.4.22 [ xdx
Resolucion:
u=x>—-1
du 5
dx %
dx = —
2x
Donde nos queda:
171
=— | —du
2] ur
Resolviendo la integral:
1
—:du
i

Aplicamos la regla de integracion:

un+1
" du= +C Vo
ju n+1
=2
1
B 0]
Reemplazamos: 171
- —T;du
bl u-
1
 2u
B 1
o 2(x241)

La respuesta de la integral seria:
1

=————+¢C
z&1+u+

—1 regla de la potencia.
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[ xdx
2.4.23. J 3
+x
Resolucion:
Sustituimos: 2
X
u=—
2
du
dx *
1
dx=-—
X
Donde nos queda: 1
= j — du
4u-+ 4
Simplificamos:
1 J’ 1
=— du
4fu-+1
Resolvemos la integral:
1
J. — du
u-+1

Aplicamos la féormula de integracion:

1
J. du = arctan(u) + C

ut+1
= arctan(u)
Reemplazamos: 1 1
f du
+1
x-
= —-arctan| —
2 )

La respuesta de la integral es:

(),
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CAPITULO 111

3.1. EJERCICOS DE PROGRAMACION

3.2. CODIGO PARA CALCULAR EL PESO DE UN AVION

Sabiendo que la masa del avion es 50 000 kg y de gravedad 9,8 m /s>, se
realizara el calculo del peso del avion.

Figura 3.1. Peso del avion

def calcular peso avicn(masa, aceleracion gravedad):
peso = masa * aceleracion gravedad
return peso

# Ejemplo de uso

masa_avion = 50000 # en kilogramos
aceleracion gravedad = 9.8 # en metros por segundo al cuadradc

peso_avion = calcular peso_avion(masa_avion, aceleracion_gravedad)
print ("E1l peso del avion es:", peso_avion, "newtons")

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular _peso_avion(masa, aceleracion gravedad):
peso = masa * aceleracion gravedad
return peso
# Ejemplo de uso
masa_avion = 50000 # en kilogramos
aceleracion_gravedad = 9.8 # en metros por segundo al cuadrado

peso_avion = calcular_peso _avion(masa_avion, aceleracion gravedad)
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print(“El peso del avién es:”, peso_avion, “newtons”)

El peso del avion es: 490000 newtons

3.3. CODIGO PARA CALCULAR VOLUMEN DE UN CILINDRO

Sabiendo que el radio es de 3,5 y la altura de 10,2, se calculara el volumen
del cilindro.

Figura 3.2. Volumen del cilindro

import math

def calcular volumen cilindro(radio, altura):

volumen = math.pli * radio**2Z * altura
return volumen

radio = 3.5

altura = 10.2

volumen = calcular_volumen_cilindro(radio, altura)
print ("E1l volumen del cilindro es:™, wvolumen)

El volumen del cilindro es: 392.5420020660446

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import math

def calcular volumen_cilindro(radio, altura):
volumen = math.pi * radio**2 * altura
return volumen

radio = 3.5

altura =10.2

volumen = calcular volumen_cilindro(radio, altura)

print(“El volumen del cilindro es:”, volumen)

El volumen del cilindro es: 392.542
158



Ember Zumba ¢ Emily Travez

3.4. CODIGO PARA CALCULAR DETERMINANTE 3X3

Calcular la determinante matriz [5, 6, 9], [4, 2, 7], [1,3,5].

Figura 3.3. Determinante

import numpy as np
def calcular determinante(matriz):

det = np.linalg.det (matriz)

return det
# Ejemplo de usc
matriz = np.array([[5, 6, 91. [4, 2, 71, [1, 3, 5]11)
determinante = calcular determinante (matriz)
print ("La determinante de la matriz es:", determinante)

La determinante de la matriz es: -43.000000000000014 \

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np
def calcular determinante(matriz):

det = np.linalg.det(matriz)

return det
# Ejemplo de uso
matriz = np.array([[5, 6, 9], [4, 2, 7], [1, 3, 5]])
determinante = calcular determinante(matriz)
print(“La determinante de la matriz es:”, determinante)

La determinante de la matriz es: -43
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3.5. CODIGO PARA CALCULAR EL AREA
DE UN TRIANGULO RECTANGULO

Calcular el area del tridangulo sabiendo que su base es 5, y su altura, 6 (se
pueden dar otros valores).

Figura 3.4. Area de triangulo rectangulo

def calcular area triiangulo(base, altura):
drea = (base * altura) / 2
return area
print ("Calculc del area de un triangulo")
base = float (input ("Ingresa el valor de la base: "))
altura = float (input("Ingresa el valor de la altura: "))

area = calcular_area triangulo(base, altura)

"

print ("E1l area del triangulo es:", area)

[» Calculo del area de un triangulo
Ingresa el valor de la base: 5

Ingresa el valor de la altura: 6
El drea del triangulo es: 15.0

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular area triangulo(base, altura):
area = (base * altura) / 2
return area
print(“Célculo del area de un tridngulo™)
base = float(input(“Ingresa el valor de la base: *))
altura = float(input(“Ingresa el valor de la altura: *))

area = calcular area_triangulo(base, altura)
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print(“El area del tridngulo es:”, area)

El area del tridngulo es: 15

Nota: en algunos dispositivos, esta programacion debe ser eliminada las tildes de las palabras
para que pueda correr el programa sin problemas.

3.6. CODIGO PARA CALCULAR EL AREA
DE UNA CIRCUNFERENCIA

Calcular el area de la circunferencia sabiendo que su radio es de 56 (se pue-
den dar otros valores).

Figura 3.5. Area de la circunferencia

[

area circunferencia(radio):

math.pi * radio**2

area =

return area

area = calcular &rea circunferencia(radio)
print ("El area de la circunferencia es:", &rea)
Cdlculo del drea de una circunferencia
Ingresa el valor del radio: 56
El drea de la circunferencia es: 9852.83456165759
PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
import math

def calcular area circunferencia(radio):
area = math.pi * radio**2
return area

print(“Célculo del area de una circunferencia”)
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radio = float(input(“Ingresa el valor del radio: *))
area = calcular érea_ circunferencia(radio)
print(“El area de la circunferencia es:”, area)

El area de la circunferencia es: 9852,034

3.7. CODIGO PARA CALCULAR EL AREA DE UN CUADRADO

Calcular el area del cuadrado sabiendo que el lado es 43 (se pueden dar otros valores).

Figura 3.6. Area del cuadrado

def calcular area cuadrado(lado):

“alculo del area de un cuadrado™)

loat (input ("Ingresa la longitud del cuadrado: "))

drea = calcular_area cuadrade (lado)
1

~int ("E1l &rea de la cuadrado es:", area)

[» Célculo del drea de un cuadrado
Ingresa la longitud del cuadrado: 43

El @rea de la cuadrado es: 1846.9

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
def calcular area cuadrado(lado):
area = lado**2
return area
print(“Calculo del area de un cuadrado”)
lado = float(input(“Ingresa la longitud del cuadrado: *))

area = calcular area cuadrado(lado)
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print(“El area de la cuadrado es:”, area)

El area del cuadrado es: 1849.0

3.8. GRAFICA DE UNA FUNCION CUADRATICA

f(x) =6x*—3x+1

f(x)=6 x(2)-3x+1

Figura 3.7. Programacion para la grafica cuadratica

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):

return 6*x**2-3*x+1
X = np.linspace (=10, 10, 100)
y=£f (x)

plt.plot(x,y)

plt.xlabel ("x")
plt.ylabel ("y")
plt.title("Grafica de la funcion f(x)= 6*x**2-3*x+1")

plt.show ()

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x):

return 6*x**2-3*x+1

x = np.linspace (-10, 10, 100)
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y=1(x)

plt.plot(x,y)

plt.xlabel(“x”)

plt.ylabel(“y”)

plt.title(“Grafica de la funcion f(x)= 6*x**2-3*x+1")
plt.show()

Figura 3.8. Grafica cuadratica
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3.9. GRAFICA DE UNA FUNCION CUBICA
flx)=9x* —4x*—x—-1

f(x)=9 x*(3)-4x"(2)-x-1
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Figura 3.9. Programacion para la funcion cubica

ort numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def f£(x):

refurn Itxrra3-gaxtry-—x-1
X = np.linspace (-10, 10, 100)
y=£ (x)
plt.plot(x,v)
plt.xlabel ("x")
plt.ylabel ("y")

plt.title("Grafica de la funcion f(x)= 9*x**3-4*x**+2 x_1")

plt.show()

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def f(x):
return 9*x**3-4*x**2-x-1
x = np.linspace (-10, 10, 100)
y=1(x)
plt.plot(x,y)
plt.xlabel(“x”)
plt.ylabel(“y”)
plt.title(“Grafica de la funcion f(x)= 9*x**3-4*x**2-x-17)

plt.show()
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Figura 3.10. Gréfica cubica
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3.10. MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME MRU

Calcular la velocidad sabiendo que hay una distancia de 150 metros en un
tiempo de 1 hora.
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Figura 3.11. Programacion de MRU

def calcular distancia(velocidad, tiempo):
distancia = velocidad * tiempo
-eturn distancia

# Datos del movimiento
velocidad = 30.0 # m/s
tiempo = 10.0 # segundos

# Calcular distancia
distancia = calcular distancia(velocidad, tiempo)

" "

print ("La distancia recorrida es: distancia, "metros")

def calcular distancia(velocidad, tiempo):
distancia = velocidad * tiempo
return distancia

# Datos del movimiento
velocidad = 38.8 # m/s
tiempo = 10.8 # segundos

# Calcular distancia
distancia = calcular_distancia(velocidad, tiempo)
print("La distancia recorrida es:", distancia, "metros"ﬂ

La distancia recorrida es: 300.0 metros

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular velocidad(distancia, tiempo):
velocidad = distancia / tiempo
return velocidad

# Datos del movimiento

distancia = 150.0 # metros

tiempo = 1.0 # hora
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# Convertir tiempo a segundos

tiempo_segundos = tiempo * 3600

# Calcular velocidad

velocidad = calcular_velocidad(distancia, tiempo_segundos)
print(“La velocidad es:”, velocidad, “m/s”)

La distancia recorrida es: 300.0 metros

3.11. LEY DE OHM

Calcular la corriente eléctrica dado que la resistencia es de 10 Q (ohmios) y
50 V (voltios).

Figura 3.12. Programacion de la ley de OHM

def calcular_corriente(tension, resistencia):
corriente = tension / resistencia
return corriente

tension = 5@ # voltios
resistencia = 16 # ohmios

corriente_calculada = calcular_corriente(tension, resistencia)

print(f"La corriente eléctrica es: {corriente_calculada:.2f} amperios.")

La corriente eléctrica es: 5.8 amperios.

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB
def calcular corriente(tension, resistencia):
corriente = tension / resistencia
return corriente

tension = 50 # voltios
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resistencia = 10 # ohmios

corriente_calculada = calcular corriente(tension, resistencia)

print(f’La corriente eléctrica es: {corriente calculada:.2f} amperios.”)

La corriente eléctrica es: 5.00 amperios.

3.12. GRAFICA DE LA ELIPSE

Graficar la elipse con los siguientes valores.
Valores

=-10
b=5

Figura 3.13. Programacion para graficar la elipse

import numpy as np
t matplotlib.pyplot as plt

impc r

a = float (input ("Ingrese el valor del eje mayor (a):
b = float (input ("Ingrese el valor del eje menor (b):
®x = np.linspace(-a, a, 1000)

y = b*np.sqgrt(l - (x**2/ a**2))

plt.plot(x,y, color='blue')
plt.plot(x, -y, color='blue')
plt.axis ('scaled')
plt.title('Grafica de la elipse')
plt.xlabel ('x")

plt.ylabel('y')

plt.show()

|l})
)

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
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a = float(input(“Ingrese el valor del eje mayor (a): *))
b = float(input(“Ingrese el valor del eje menor (b): ©))
x = np.linspace(-a, a, 1000)
y =b*np.sqrt(1 - (x**2/ a**2))
plt.plot(x,y, color="blue”)
plt.plot(x, -y, color="blue’)
plt.axis(‘scaled”)
plt.title(‘Gréfica de la elipse’)
plt.xlabel(‘x’)
plt.ylabel(‘y’)
plt.show()
Figura 3.14. Gréfica de la elipse
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3.13. GRAFICA DE LA HIPERBOLA

Graficar la hipérbola con los siguientes valores.
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Valores:
a=5
b=3
h=7
K=2
Figura 3.15. Programacion de la hipérbola
import matplotlib.pyplot as plt

imp

ort numpy as np

def plot_hyperbola(a, b, h, k):

def

(k)

¥ = np.linspace(h - 3*a, h + 3*a, 500)
y pos = k + b * np.sgrt(l + ((x - h) / a)**2)
yneg = k- b * np.sgrt(l + ((x - h) / a)**2)

plt.figure (figsize=(8, €))
plt.plot(x, y pos, label='Hipérbola')
plt.plot(x, y neq)

plt.xlim(h - 4*%a, h + 4*a)
plt.ylim(k - 4*b, k + 4*b)
plt.xlabel ('Eje X')

plt.ylabel ('Eje ¥')
plt.title('Grafico de la Hipérbola')
plt.legend()

plt.grid(True)

plt.axhline (0, color='black', linewidth=0.5)
plt.axvline (U, color='black', linewidth=0.5)
plt.show()

main():
print ("Grafico de una hipérbola”™)

a = float(input ("Ingresa el valor del semieje mayor
b = float(input("Ingresa el valor del semieje menor
h = float (input ("Ingresa la coordenada x del centro

k = float (input ("Ingresa la coordenada y del centro

5 *))

plot_hyperbola(a, b, h, k)

(a): ™))
Bz =)
de la hipérbola

de la hipérbola
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PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def plot_hyperbola(a, b, h, k):
x = np.linspace(h - 3*a, h + 3*a, 500)
y_pos =k +b * np.sqrt(1 + ((x - h) / a)**2)
y_neg =k -b * np.sqrt(l + ((x - h) / a)**2)
plt.figure(figsize=(8, 6))
plt.plot(x, y_pos, label="Hipérbola’)
plt.plot(x, y_neg)
plt.xlim(h - 4*a, h + 4*a)
plt.ylim(k - 4*b, k + 4*D)
plt.xlabel(‘Eje X°)
plt.ylabel(‘Eje Y)
plt.title(‘Gréafico de la Hipérbola’)
plt.legend()
plt.grid(True)
plt.axhline(0, color="black’, linewidth=0.5)
plt.axvline(0, color="black’, linewidth=0.5)
plt.show()

def main():
print(“Grafico de una hipérbola”)
a = float(input(“Ingresa el valor del semieje mayor (a): *))

b = float(input(“Ingresa el valor del semieje menor (b): «))
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h = float(input(“Ingresa la coordenada x del centro de la hipérbola (h): ©))

k = float(input(“Ingresa la coordenada y del centro de la hipérbola (k): ©))
plot_hyperbola(a, b, h, k)

if name ==%“ main
main()
Figura 3.16. Gréfica de la hipérbola
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3.14. GRAFICA DE LA PARABOLA

Graficar la parabola con los siguientes valores.

Valores

a=3

b=9

c=

1
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Figura 3.17. Programacion de la pardbola

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def plot parabecla(a, b, c):
np.linspace(-10, 10, 100)

X
y = a *fx*2 +b * x4 ¢
plt.figure(figsize=(8, ¢€))
plt.plot(x, y)
plt.xlabel('x"')
plt.ylabel('y")

plt.grid(True)

plt.show()
a =3
b Q

plot_parabola(a, b, c)

plt.title('Grafica de una parabocla')

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def plot_parabola(a, b, ¢):
x = np.linspace(-10, 10, 100)
y=a*x**2+b*x+c
plt.figure(figsize=(8, 6))
plt.plot(x, y)
plt.xlabel(‘x”)
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plt.ylabel(‘y’)

plt.title(‘Gréafica de una pardbola’)

plt.grid(True)

plt.show()
a=3
b=9
c=1
plot_parabola(a, b, c)

Figura 3.18. Grafica de la parabola
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3.15. GRAFICA DE LA CIRCUNFERENCIA

Graficar la circunferencia con los siguientes valores.
Valores

h=3 Coordenada x del centro
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k=35 Coordenaday del centro

r =7 Radio de la circunferencia

Figura 3.19. Programacion de la gréafica de la circunferencia

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def plot circle(h, k, r):
theta = np.linspace(0, 2 * np.pi,
X =h + r * np.cos(theta)
y =k + r * np.sin(theta)

plt.figure (figsize=(8, 8))
plt.plot(x, y)
plt.xlabel ('x"')
plt.ylabel('y"')

plt.grid(True)
plt.axis('equal')

plt.show()
h =3 # Coordenada x del centro
k = 5 # Coordenada y del centro
r =7 # Radio de la circunferencia

plot_circle(h, k, r)

100)

plt.title('Grafica de una circunferencia')

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def plot_circle(h, k, r):
theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)
x =h + r * np.cos(theta)

y =k + 1 * np.sin(theta)
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plt.figure(figsize=(8, 8))
plt.plot(x, y)
plt.xlabel(‘x”)
plt.ylabel(‘y’)
plt.title(‘Gréafica de una circunferencia’)
plt.grid(True)
plt.axis(‘equal’)
plt.show()
h =3 # Coordenada x del centro
k=35 # Coordenada y del centro
r=7 # Radio de la circunferencia
plot_circle(h, k, r)
Figura 3.20. Gréfica de la circunferencia
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3.16. MANDALA

Programacion para realizar la siguiente mandala.

Figura 3.21. Programacion para realizar una mandala

import turtle

# Define los colores
colores = ["red", "purple", "blue", "green", "orange", "yellow"]
# Crea la ventana de dibujo

t = turtle.Turtle()
t.speed(0)

# Dibuja las figuras

for x in range (360):
t.pencolor (colores([x % 6])
t.width(x / 100 + 1)
t.forward (x)
t.left (59)

# Oculta el cursor al finalizar
turtle.done()

PROGRAMACION PYTHON EN GOOGLE COLAB

import turtle

# Define los colores

colores = [“red”, “purple”, “blue”, “green”, “orange”, “yellow”]
# Crea la ventana de dibujo

t = turtle. Turtle()

t.speed(0)

# Dibuja las figuras

for x in range(360):

t.pencolor(colores[x % 6])
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