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INTRODUCCIÓN

La integración es un análisis matemático fundamental del cálculo diferen-
cial e integral  que se enfoca en el proceso inverso de la derivación. Es decir, 
mientras que la derivación nos permite calcular la tasa de cambio instantáneo de 
una función en un punto dado, la integración nos permite calcular el área bajo 
una curva y, por lo tanto, la acumulación total de una magnitud en un intervalo 
determinado.

La integración tiene muchas aplicaciones prácticas en áreas como la física, 
la ingeniería, la economía y las ciencias sociales, entre otras. Además, existen 
varios métodos y técnicas de integración que permiten abordar una amplia varie-
dad de funciones, desde polinomios simples hasta funciones trigonométricas y 
exponenciales complejas.

Integrar ecuaciones es un proceso que consiste en encontrar la función cuya 
derivada es igual a una función dada. En otras palabras, dada una función f(x), la 
integral de f(x) es una función F(x) tal que F’(x) = f(x). El proceso de integración 
se utiliza para determinar la función original a partir de su derivada. La integra-
FLyQ�QRV�SHUPLWH�FDOFXODU�iUHDV��YRO~PHQHV�GH�UHJLRQHV��VyOLGRV�GH�UHYROXFLRQHV��
velocidades y muchos otros conceptos importantes en una variedad de campos.

El libro Integrales con programación tiene como objetivo aportar conoci-
miento a los estudiantes de la Facultad de Inegeniería Mecánica para que puedan 
resolver ejercicios planteados por los docentes durante su período de estudio. 
&XHQWD�FRQ�HMHUFLFLRV�UHVXHOWRV��JUi¿FDV�\�FyGLJRV�GH�*RRJOH�&RODE�GH�3URJUD-
PDFLyQ�� VH� UHDOL]D� OD� UHVROXFLyQ�GHO�SUREOHPD�GH�PDQHUD�DQDOtWLFD��JUi¿FD�\�D�
traves de programación con códigos de Python.

El capítulo I está enfocado a la parte teórica de las integrales, donde se deta-
OODQ�ODV�GH¿QLFLRQHV�\��IyUPXODV�SDUD�ORV�GLIHUHQWHV�FDVRV�

$�FRQWLQXDFLyQ��HQ�HO�FDStWXOR�,,��VH�UHVXHOYHQ�HMHUFLFLRV�GH�LQWHJUDOHV�GH¿-
nidas utilizando programación de Google Colab y GeoGebra para comparar las 
respuestas. Además se presenta la solución de ejercicios básicos de integrales 
LQGH¿QLGDV�

(Q� FDStWXOR� ,,,�� VH� SUHVHQWD� HMHUFLFLRV� UHVXHOWRV� FRQ� JUi¿FDV� \� FyGLJRV� GH�
Google Colab por medio de programación con códigos de Python.
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Este documento destaca la importancia de las matemáticas para resolver pro-
blemas concretos y abstractos en nuestro universo. Muchos estudiantes universi-
WDULRV�PHPRUL]DQ�WpUPLQRV�\�FRQFHSWRV�VLQ�UHÀH[LRQDU�QL�UD]RQDU��OR�TXH�GL¿FXOWD�
la comprensión para dar una solución al problema. Se demuestra que la traduc-
ción del lenguaje cotidiano a lenguaje algebraico facilita el entendimiento para 
resolver ejercicios.
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CAPÍTULO I

1.1 INTEGRALES 

En matemáticas, el cálculo integral es una rama que se encarga de estudiar 
las propiedades, características y aplicaciones de las integrales. Una integral es 
una herramienta matemática que se utiliza para medir el área bajo una curva o 
VXSHU¿FLH�HQ�XQ�GHWHUPLQDGR�LQWHUYDOR�R�UHJLyQ��6PDUWHU���������

Figura 1.1. Área bajo la curva

Fuente: Matemáticas, 2020

�������'H¿QLFLyQ�GH�LQWHJUDO

/D� LQWHJUDO� VH� UHSUHVHQWD�PHGLDQWH� HO� VtPEROR� �� \� SXHGH� VHU� GH� GRV� WLSRV��
GH¿QLGD� H� LQGH¿QLGD��/D� LQWHJUDO� GH¿QLGD� WLHQH� XQ� YDORU� QXPpULFR� HVSHFt¿FR��
PLHQWUDV�TXH�OD�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�QR�WLHQH�XQ�YDORU�QXPpULFR�¿MR�\�VH�UHSUHVHQWD�
con una constante de integración C (Tenorio, 2023).
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/DV�LQWHJUDOHV�VH�XWLOL]DQ�SDUD�PHGLU�HO�iUHD�EDMR�XQD�FXUYD�R�VXSHU¿FLH�HQ�
un determinado intervalo o región. Es una herramienta esencial en diversas áreas 
de las matemáticas, las ciencias y la ingeniería, como la física, la estadística, la 
economía, entre otras. Por ejemplo, en física, se utilizan para calcular la cantidad 
de trabajo realizado por una fuerza, mientras que en estadística se utilizan para 
calcular la probabilidad de un evento. En la ingeniería, se utilizan para calcular 
el área de secciones transversales de vigas y columnas, entre otras aplicaciones 
(Aguilar, 2023).

Figura 1.2. Integral

Fuente: Integral, 2021
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Figura 1.3. Área bajo la curva

1.2. PARTES DE LA INTEGRAL 

Figura 1.4. Partes de la integral
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1.3. TIPOS DE INTEGRALES 

Figura 1.5. Tipos de integrales

�������,QWHJUDO�GH¿QLGD�

/D�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�XQ�WLSR�GH�LQWHJUDO�TXH�WLHQH�XQ�YDORU�QXPpULFR�HVSH-
Ft¿FR��6H�FDOFXOD�HYDOXDQGR�OD�IXQFLyQ�LQWHJUDQGR�HQ�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ�
�HO� LQWHUYDOR�R�UHJLyQ�VREUH�HO�FXDO�VH�HVWi� LQWHJUDQGR���/D� LQWHJUDO�GH¿QLGD�VH�
UHSUHVHQWD�PHGLDQWH�HO�VtPEROR��I�[�G[��GRQGH�I�[��HV�OD�IXQFLyQ�LQWHJUDQGR�\�G[�
UHSUHVHQWD�HO�GLIHUHQFLDO��GH¿QH�OD�YDULDEOH�FRQ�UHVSHFWR�D�OD�FXDO�VH�YD�D�LQWHJUDU�
OD�IXQFLyQ�LQWHJUDQGR��GH�[��(O�YDORU�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�VH�UHSUHVHQWD�PHGLDQ-
te una notación especial que indica los límites de integración, como 

, donde a y b son los límites inferior y superior de integración, respec-
tivamente (García, 2021).

Mientras que, para Rondero (2011), la notación repre-
VHQWD�XQD�LQWHJUDO�GH¿QLGD��TXH�HV�XQ�WLSR�GH�LQWHJUDO�TXH�WLHQH�XQ�YDORU�QXPp-
ULFR�HVSHFt¿FR��(O�VtPEROR��� LQGLFD�TXH�VH�HVWi�UHDOL]DQGR�XQD�LQWHJUDO��I�[��HV�
la función integrando y dx representa el diferencial de x. Los límites inferior y 
superior de integración se indican en la notación especial a-b, donde a y b son 
los límites inferior y superior de integración, respectivamente. Por lo tanto, la 
LQWHJUDO�GH¿QLGD� representa la integral de la función f(x) 
en el intervalo [a, b].

DEFINIDA INDEFINIDA

Eficiencia de
cálculos

Aplicaciones en
diversas

disciplinas

Desarrollo teórico
y fundamentos
matemáticos

Interpretación
geométrica y

física

Resolución de
problemas
complejos
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Figura 1.6.�,QWHJUDO�GH¿QLGD

�������,QWHJUDO�LQGH¿QLGD�

/D�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�HV�XQ�WLSR�GH�LQWHJUDO�TXH�QR�WLHQH�XQ�YDORU�QXPpULFR�
HVSHFt¿FR��(Q�OXJDU�GH�HVR��UHSUHVHQWD�XQD�IDPLOLD�GH�IXQFLRQHV�TXH�GL¿HUHQ�HQ�
XQD� FRQVWDQWH� GH� LQWHJUDFLyQ��/D� LQWHJUDO� LQGH¿QLGD� VH� UHSUHVHQWD�PHGLDQWH� HO�
VtPEROR��I�[�G[��GRQGH�I�[��HV�OD�IXQFLyQ�LQWHJUDQGR�\�G[�UHSUHVHQWD�HO�GLIHUHQFLDO�
GH�[��/D�FRQVWDQWH�GH�LQWHJUDFLyQ�VH�DJUHJD�DO�¿QDO�GH�OD�VROXFLyQ�SDUD�LQGLFDU�
TXH�KD\�XQD�IDPLOLD�GH�VROXFLRQHV�SRVLEOHV��3RU�HMHPSOR��VL�OD�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�
de f(x) es F(x), entonces la familia de soluciones posibles es F(x) + C, donde C 
HV�XQD�FRQVWDQWH��/D�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�HV�XQD�KHUUDPLHQWD�HVHQFLDO�HQ�HO�FiOFXOR�
diferencial e integral y se utiliza para encontrar funciones de antiderivada, entre 
otras aplicaciones (Pérez, 2015).

���������'H¿QLFLyQ�GH�GHULYDGD

En cálculo diferencial y análisis matemático, la derivada de una función es 
la razón de cambio instantánea con la que varía el valor de dicha función mate-
PiWLFD��VHJ~Q�VH�PRGL¿TXH�HO�YDORU�GH�VX�YDULDEOH�LQGHSHQGLHQWH��.KDQ��������
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���������'H¿QLFLyQ�GH�DQWLGHULYDGD

6HJ~Q�0DWHPiWLFD���������©OD�DQWLGHULYDGD�HV�OD�IXQFLyQ�TXH�UHVXOWD�GHO�SUR-
ceso inverso de la derivación; es decir, consiste en encontrar una función que, al 
ser derivada, produce la función dada».

Figura 1.7. ,QWHJUDO�LQGH¿QLGD

�������'LIHUHQFLD�HQWUH�LQWHJUDO�GH¿QLGD�H�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�

/D�GLIHUHQFLD�HQWUH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�\�OD�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�UDGLFD�HQ�TXH�
OD�GH¿QLGD�WLHQH�XQ�YDORU�QXPpULFR�HVSHFt¿FR�\�VH�FDOFXOD�HYDOXDQGR�OD�IXQFLyQ�
LQWHJUDQGR�HQ�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ��PLHQWUDV�TXH�OD�LQGH¿QLGD�QR�WLHQH�XQ�
YDORU�QXPpULFR�¿MR�\� UHSUHVHQWD�XQD� IDPLOLD�GH� IXQFLRQHV�TXH�GL¿HUHQ�HQ�XQD�
FRQVWDQWH�GH�LQWHJUDFLyQ��(Q�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD��VH�XWLOL]DQ�ORV�OtPLWHV�LQIHULRU�\�
VXSHULRU�GH�LQWHJUDFLyQ�SDUD�FDOFXODU�HO�YDORU�QXPpULFR�HVSHFt¿FR�GH�OD�LQWHJUDO��
PLHQWUDV� TXH�� HQ� OD� LQWHJUDO� LQGH¿QLGD�� QR� VH� XWLOL]DQ� OtPLWHV� GH� LQWHJUDFLyQ�\�
se busca la función cuya derivada es igual a la función integrando. La integral 
GH¿QLGD��LQWHJUDO�GH¿QLGD�GH�XQ�UDFLRQDO��GH�XQ�SROLQRPLR��GH���KDVWD�H��GH�LGHQ-
tidades trigonométricas, de un logaritmo, en el intervalo) se representa mediante 
la notación ��PLHQWUDV�TXH�OD�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�VH�UHSUHVHQWD�PH-
GLDQWH�OD�QRWDFLyQ���I�[�G[��3RUWDO��������

https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/calculo/integrales/ejercicios-de-integrales-definidas.html#tema_integral-definida-de-un-racional
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Figura 1.8.�'LIHUHQFLD�LQWHJUDO�GH¿QLGD���LQWHJUDO�LQGH¿QLGD

1.4. IMPORTANCIA DE LAS FÓRMULAS DE INTEGRACIÓN

6H�GHEH�PHQFLRQDU�TXH�\D�H[LVWHQ�UHJODV�ELHQ�GH¿QLGDV�SDUD�HO�FiOFXOR�EDMR�OD�
FXUYD�GH�XQD�IXQFLyQ�EiVLFD��D�ODV�TXH�VH�GH¿QHQ�FRPR�IyUPXODV�GH�LQWHJUDFLyQ��
TXH�SHUPLWHQ�VLPSOL¿FDU�HO�WLHPSR�GH�HMHFXFLyQ�GH�OD�RSHUDFLyQ�GH�LQWHJUDFLyQ�

 Figura 1.9. Importancia de las fórmulas

DEFINIDA INDEFINIDA

Eficiencia de
cálculos

Aplicaciones en
diversas

disciplinas

Desarrollo teórico
y fundamentos
matemáticos

Interpretación
geométrica y

física

Resolución de
problemas
complejos
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Las fórmulas de integración son de gran importancia en el campo del cálculo 
y tienen diversas aplicaciones en la resolución de problemas. Se presentan algu-
nas razones:

(¿FLHQFLD�HQ�FiOFXORV

/DV�IyUPXODV�GH�LQWHJUDFLyQ�SHUPLWHQ�UHDOL]DU�FiOFXORV�GH�PDQHUD�H¿FLHQWH�\�
UiSLGD��3URSRUFLRQDQ�PpWRGRV�SUHGH¿QLGRV�SDUD�HQFRQWUDU�VROXFLRQHV�DQDOtWLFDV�
a problemas de integración, lo que evita tener que recurrir a métodos numéricos 
aproximados.

Resolución de problemas complejos

Muchos problemas en matemáticas, ingeniería y otros campos pueden ser 
modelados y resueltos mediante ecuaciones diferenciales que requieren la apli-
cación de integración. Las fórmulas de integración proporcionan herramientas 
poderosas para abordar estos problemas y obtener soluciones exactas.

Interpretación geométrica y física 

/DV�IyUPXODV�GH�LQWHJUDFLyQ�SHUPLWHQ�LQWHUSUHWDU�HO�VLJQL¿FDGR�JHRPpWULFR�\�
físico de las integrales. Esto proporciona una comprensión intuitiva de las propie-
dades geométricas de las funciones.

Desarrollo teórico y fundamentos matemáticos

Las fórmulas de integración son fundamentales para el desarrollo teórico del 
cálculo. Proporcionan herramientas para el estudio de propiedades de funciones, 
tales como continuidad, derivabilidad, convergencia y convergencia uniforme. 
Además, las fórmulas de integración son utilizadas en la demostración de teore-
mas importantes como el teorema fundamental del cálculo.

Aplicaciones en diversas disciplinas

Las fórmulas de integración tienen aplicaciones en una amplia gama de 
disciplinas, incluyendo física, ingeniería, economía, estadística, probabilidad y 
PXFKDV�RWUDV� iUHDV� FLHQWt¿FDV��(VWDV� IyUPXODV� SHUPLWHQ�PRGHODU� IHQyPHQRV�\�
resolver problemas en estos campos, lo que contribuye al avance de la ciencia y 
la tecnología.
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/DV�IyUPXODV�GH�LQWHJUDFLyQ�VRQ�HVHQFLDOHV�HQ�HO�FiOFXOR�\�WLHQHQ�P~OWLSOHV�
aplicaciones en la resolución de problemas en diversas áreas del conocimiento. 
3URSRUFLRQDQ�PpWRGRV�H¿FLHQWHV�\�SUHFLVRV�SDUD�FDOFXODU�LQWHJUDOHV��\�VRQ�IXQGD-
mentales en el desarrollo teórico de las matemáticas (Ferreira, 2023).

1.5. FÓRMULAS DE LAS INTEGRALES

Las fórmulas utilizadas en el libro son una recopilación de algunos autores 
que han sido seleccionadas para que los estudiantes que se encuentran ingresando 
al proceso de aprendizaje de las integradas puedan resolver sus ejercicios de ma-
QHUD�H¿FLHQWH��$JUDGHFHPRV�D�-RVp�$OIUHGR�5DPRV�%HOWUiQ�TXH��HQ�OLEUR�Cálculo 
integral, argumenta las fórmulas de integrales. Esta información será utilizada 
FRQ�¿QHV�DFDGpPLFRV�

1.5.1. Fórmulas básicas
 

1.5.2. Fórmulas trigonométricas
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1.5.3. Fórmulas trigonométricas hiperbólicas
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1.5.4. Fórmulas con au + b 
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1.5.5. Fórmulas con 
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1.5.6. Fórmulas con u2 + a2 
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1.5.7. Fórmulas con u2 - a2 
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1.5.8. Fórmulas con u2 - a2, u2 < a2:
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1.5.9. Fórmulas con 
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1.5.10. Fórmulas con 
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Fuente: Ramos, 2021; Vaxa, 2022; Rubí, 2018; Integrales, 2016; Talca, 2019; Uson, 2016.
Nota: las fórmulas citadas en este libro fueron tomadas de los autores antes mencionados. 
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CAPÍTULO II

2.2. IMPORTANCIA DE REALIZAR  
EJERCICIOS DE INTEGRALES 

Realizar ejercicios de integrales es de gran importancia por estas razones:

Fortalecimiento de habilidades matemáticas

La resolución de ejercicios de integrales permite practicar y desarrollar habi-
lidades matemáticas fundamentales, como el cálculo, la manipulación algebraica, 
FRPSUHQVLyQ�GH�FRQFHSWRV�PDWHPiWLFRV�\�GH¿QLFLRQHV��(VWRV�HMHUFLFLRV�D\XGDQ�
a mejorar la destreza en el manejo de las herramientas y técnicas de integración 
(Mora, 2003).

Comprender conceptos teóricos

Los ejercicios de integrales ayudan a consolidar la comprensión de los 
conceptos teóricos del cálculo integral. Al trabajar en la resolución de proble-
mas prácticos, se adquiere una comprensión más profunda de la interpretación 
geométrica de las integrales, las propiedades de las funciones integrables y las 
aplicaciones de la integral en diversas disciplinas (Sánchez, 2023).

Desarrollo del pensamiento analítico

La resolución de ejercicios de integrales requiere un enfoque analítico y una 
capacidad para descomponer un problema complejo en pasos más manejables. 
Este proceso fomenta el pensamiento crítico, la resolución de problemas y la 
capacidad de razonar de manera lógica y estructurada.

Realizar ejercicios de integrales es crucial para fortalecer habilidades ma-
temáticas, comprender conceptos teóricos, aplicar integrales en otros campos, 
desarrollar el pensamiento analítico y prepararse para estudios superiores. Los 
ejercicios de integrales permiten adquirir experiencia práctica y dominio de esta 
poderosa herramienta matemática, lo que es fundamental para tener éxito en di-
versos campos académicos y profesionales (Pérez, 2020).
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2.2.1. Recomendaciones para resolver integrales 

([LVWHQ�DOJXQDV�UHFRPHQGDFLRQHV�JHQHUDOHV�SDUD�UHVROYHU�LQWHJUDOHV�GH¿QLGDV�

Conocer bien la función que se va a integrar

$QWHV�GH�FRPHQ]DU�D�LQWHJUDU��DVHJ~UDWH�GH�FRPSUHQGHU�OD�IXQFLyQ�TXH�HVWiV�
integrando. Familiarízate con sus propiedades y comportamiento.

Determinar el intervalo de integración

/D� LQWHJUDO�GH¿QLGD�VH�FDOFXOD�VREUH�XQ� LQWHUYDOR�HVSHFt¿FR��$VHJ~UDWH�GH�
GHWHUPLQDU�FRUUHFWDPHQWH�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ��HV�GHFLU��HO�LQLFLR�\�HO�¿QDO�
del intervalo.

Elegir el método de integración adecuado

([LVWHQ�YDULRV�PpWRGRV�SDUD�UHDOL]DU�LQWHJUDOHV�GH¿QLGDV��FRPR�LQWHJUDFLyQ�
directa, sustitución, integración por partes, fracciones parciales, entre otros. Se-
leccionar el método más adecuado para la función que estás integrando.

Aplicar las reglas de integrales

8WLOL]DU� ODV�UHJODV�EiVLFDV�GH�LQWHJUDFLyQ��HVWDV� WH�D\XGDUiQ�D�VLPSOL¿FDU�\�
UHVROYHU�OD�LQWHJUDO�GH�PDQHUD�PiV�H¿FLHQWH�

Evaluar los límites de integración

Una vez que haya realizado la integración propiamente dicha, evaluar los 
OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ�SDUD�REWHQHU�HO�YDORU�QXPpULFR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD��6XV-
tituir los límites en la función integrada y realiza las operaciones necesarias para 
REWHQHU�HO�UHVXOWDGR�¿QDO�

9HUL¿FDU�VX�UHVSXHVWD

'HVSXpV�GH�FDOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD��HV�LPSRUWDQWH�YHUL¿FDU�VX�UHVSXHVWD��
Puedes hacerlo utilizando métodos alternativos, como el teorema fundamental 
GHO�FiOFXOR�R�FDOFXODQGR�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�GH�IRUPD�DSUR[LPDGD�XWLOL]DQGR�Pp-
todos numéricos.

Recuerda: la práctica ayudará a mejorar tus habilidades de integración.
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2.2.2. Reglas básicas para la integración  

$TXt�SUHVHQWDPRV�DOJXQDV�UHJODV�EiVLFDV�GH�LQWHJUDFLyQ�TXH�VHUiQ�~WLOHV�DO�
FDOFXODU�LQWHJUDOHV�VHJ~Q�

Tabla 1.1. Reglas de interacción
Funciones comunes Función Integral

Constante �D�G[ ax + C

Variable �[�G[ x2/2 + C

Cuadrada �[2 dx x3/3 + C

Recíproca ����[��G[ ln|x| + C

Exponencial �Hx dx ex + C

�Dx dx ax/ln(a) + C

�OQ�[��G[ [�OQ�[��í�[���&

Trigonometría (x en radianes) �FRV�[��G[ sin(x) + C

�VLQ�[��G[ -cos(x) + C

�VHF2(x) dx tan(x) + C

Reglas Función Integral

Multiplicación por una constante �FI�[��G[ F�I�[��G[

3RWHQFLDV��Q���� �[n dx xn+1n+1 + C

Suma ��I���J��G[ �I�G[����J�G[

Resta ��I���J��G[ �I�G[����J�G[
Fuente: Integración, 2019
1RWD��OD�WDEOD�HV�XWLOL]DGD�FRQ�¿QHV�DFDGpPLFRV��

Regla de la constante

La integral de una constante multiplicada por una función es igual a la cons-
tante multiplicada por la integral de la función. En términos matemáticos: �(cf(x)) 
dx = c�f(x) dx (Sympy, 2020).

https://www.disfrutalasmatematicas.com/geometria/radianes.html
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Regla del cambio de variable

Si realizas un cambio de variable en una integral, debes ajustar el diferencial 
de integración. Si sustituyes x por u en la integral, entonces dx se reemplaza por 
GX�G[�
�G[��(Q�WpUPLQRV�PDWHPiWLFRV���I�X��GX� ��I�X�[���
�GX�G[�
�G[��,QWHJUD-
ción, 2020).

Regla de la suma/resta

La integral de la suma o resta de dos funciones es igual a la suma o resta de 
ODV�LQWHJUDOHV�GH�FDGD�IXQFLyQ��(Q�WpUPLQRV�PDWHPiWLFRV����I�[����J�[���G[� ��I�[��
G[����J�[��G[��)XQFLRQHV��������

Regla del poder

La integral de una función elevada a una potencia constante es igual a la función 
elevada a la potencia incrementada en uno, dividida por el nuevo exponente. En tér-
PLQRV�PDWHPiWLFRV���[AQ�G[� ��[A�Q������Q�����GRQGH�Q���±���*RQ]iOH]��������

Regla del producto

La integral del producto de dos funciones se puede calcular utilizando la 
UHJOD�GH�LQWHJUDFLyQ�SRU�SDUWHV��TXH�HVWDEOHFH���X�[��Y¶�[��G[� �X�[��Y�[�����Y�[��
u’(x) dx (Didáctico, 2021).

Regla del cociente

La integral del cociente de dos funciones se puede calcular utilizando la regla 
de integración por fracciones parciales, cuando sea aplicable. En caso contrario, 
se pueden utilizar otros métodos, como la sustitución.

Estas son solo algunas de las reglas básicas de integración. Existen otras 
UHJODV�PiV�DYDQ]DGDV�\� WpFQLFDV�HVSHFt¿FDV�SDUD�GLIHUHQWHV� WLSRV�GH� IXQFLRQHV�
(Integración, 2020).

Importancia de Python - Google Colab, GeoGebra

3\WKRQ�QR�HVWi�GLVHxDGR�HVSHFt¿FDPHQWH�SDUD� HO� FiOFXOR�GH� LQWHJUDOHV��6X�
amplia variedad de bibliotecas y su facilidad de uso lo convierten en una herra-
PLHQWD�YDOLRVD�SDUD�UHDOL]DU�LQWHJUDFLyQ�QXPpULFD�GH�PDQHUD�H¿FLHQWH�\�HIHFWLYD�
a través de Python - Google Colab (Colab, 2023).
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GeoGebra es una poderosa herramienta de matemáticas y geometría que 
combina características de un sistema de álgebra computacional con un software 
de geometría dinámica. Su importancia radica en su capacidad para crear, mani-
SXODU�\�YLVXDOL]DU�JUi¿FDV�GH�PDQHUD�LQWHUDFWLYD��*HR*HEUD��������

2.2.3. GeoGebra

GeoGebra es un software gratuito que permite visualizar y trabajar con con-
FHSWRV�PDWHPiWLFRV�GH�PDQHUD�GLQiPLFD�\�JUi¿FD��$GHPiV�GH�JHRPHWUtD�\�iOJH-
bra, también incluye herramientas para cálculo y estadística. Es una herramienta 
~WLO�SDUD�GRFHQWHV�\�HVWXGLDQWHV�HQ�WRGRV�ORV�QLYHOHV�HGXFDWLYRV��,]TXLHUGR��������

Figura 2.1. GeoGebra

Fuente: GeoGebra, 2023b

2.2.4. Python 

Python es un lenguaje de programación de alto nivel que se utiliza para desa-
rrollar una amplia variedad de aplicaciones, desde aplicaciones web hasta análi-
sis de datos y aprendizaje automático. Es conocido por su sintaxis clara y legible, 
lo que lo hace fácil de aprender y usar. Además, Python es un lenguaje de progra-
mación (Holguín, 2019).
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Figura 2.2. Python

Fuente: Python, 2019
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Lista de funciones 

Figura 2.3. Comandos de Python
Comando Descripción Ejemplo de uso
import Carga un módulo de biblioteca para 

usarlo en el programa. Tiene dos formas: 
LPSRUWDFLyQ�FXDOL¿FDGD�\�QR�FXDOL¿FDGD�

import sys

from math import pi

def 'H¿QH�XQD�IXQFLyQ�UHXWLOL]DEOH�� def hazAlgo(x):

  # Escribe X en StdIn

  sys.stdout.write(x)

= Asigna una expresión a una variable. x = 'Hello World!'

return Devuelve una expresión como valor de 
retorno de una función. Se usa en el con-
texto de una función.

def perimCirc(r):

  return 2*pi*r

print Muestra texto o variables en un canal de 
VDOLGD��SDQWDOOD�R�¿FKHUR��
En Python 3.x print es una función estándar 
de biblioteca más que un comando. Aunque 
está disponible de forma predeterminada 
(esto es, sin necesidad e importarla)

# En Python 3.x

print ("Hello World!")

# En Python 2.x

print ("Hello World!")

if-else Estructura de control que ejecuta código 
de forma condicional.

if x == 0:

  # Haz algo con x

   x = 1

else:

  # Haz otra cosa

   x = -1

for-loop Estructura de control que ejecuta código 
de forma iterativa a través de los elemen-
tos de una colección.

for line in sys.stdin:

  hazAlgo(line)

while-loop Estructura de control que ejecuta código 
de forma repetida mientras se cumpla 
una condición.

x = 10

while x != 0:

  hazAlgo(x)

  x -= 1

listas Estructura de datos que representa la 
colección más básica y utilizada. Una 
lista es una colección de elementos 
ordenados.
Aunque no es un comando, propiamente 
dicho, la estructura es tan básica y funda-
mental que aparece por derecho propio.

l = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

for e in l:

  hazAlgo€

rebanado Forma de obtención de sublistas a partir 
de una lista existente

l = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]

l2 = l[1:4:2]#[2,4]

Fuente: Quora, 2020
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2.3. EJERCICIOS DE INTEGRALES DEFINIDAS

=–1,158  

Nota:   VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.4.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad
def f(x):
    return 1-3/x
a = 1
b = 4
result, error = quad(f, a, b)
SULQW�I´7KH�GH¿QLWH�LQWHJUDO�RI�����[�IURP�^D`�WR�^E`�LV��^UHVXOW`´�

Figura 2.5. Análisis 1

Nota:  �VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.6.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad

def f(x):

������'H¿QH�WKH�IXQFWLRQ�WR�LQWHJUDWH

    return x**2 + 3

# Example usage

a = 2

b = 5

result, error = quad(f, a, b)

SULQW�³7KH�GH¿QLWH�LQWHJUDO�RI�[A������IURP���WR���LV�´��UHVXOW�
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Figura 2.7. Análisis 2

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.8.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

��'H¿QLU�OD�YDULDEOH�VLPEyOLFD

x = symbols(‘x’)

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

funcion = -3*x**2 + 10*x

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

limite_inferior = 2

limite_superior = 4

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado = integrate(funcion, (x, limite_inferior, limite_superior))

# Imprimir el resultado

SULQW��©(O�UHVXOWDGR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´ª��UHVXOWDGR�
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Figura 2.9. Análisis 3
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Equivalente: 

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ



INTRODUCCIÓN A LA SOLUCIÓN DE INTEGRALES CON PROGRAMACIÓN

44

Figura 2.10. *Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

import numpy as np

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def funcion(x):

    return ((np.sqrt(x) ) + 3)**2 / (2 * np.sqrt(x))

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 4  # Límite inferior

b = 9  # Límite superior

# Calcular la integral

resultado, error = quad(funcion, a, b)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.11. Análisis 4
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Reconstrucción de integrales:

 (Propiedad)

 (Propiedad)

= 1,139 

Nota:   VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.12.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

import numpy as np

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def funcion(x):

    return 1 / (x - np.sqrt(x))

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 2  # Límite inferior

b = 3  # Límite superior

# Calcular la integral

resultado, error = quad(funcion, a, b)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.13. Análisis 5

Nota:   VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.14.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�VH�GHVHD�LQWHJUDU

def f(x):

    return 2*x**(2) + x**(1/2) - 3/x

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 1

b = 3

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.15. Análisis 6

Nota: VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.16.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

��'H¿QLU�OD�YDULDEOH�VLPEyOLFD�\�OD�IXQFLyQ

x = symbols(‘x’)

f = (x) / (1 + x**4)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado = integrate(f, (x, 0, 1))

# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.17. Análisis 7

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.18.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate

import math

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def funcion(x):

   return math.cos(x) + (2*x/3)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = integrate.quad(funcion, 2, 4)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.19. Análisis 8

Integral por sustitución:

                  

                       

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.20.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

��'H¿QLU�OD�YDULDEOH�VLPEyOLFD�[

x = symbols(‘x’)

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ

f = 2*x / (1 + x**2)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado = integrate(f, (x, 1, 3))

# Imprimir el resultado en forma decimal

resultado_decimal = resultado.evalf()

print(resultado_decimal)

Figura 2.21. Análisis 9
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.22.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�TXLHUHV�LQWHJUDU

def f(x):

    return 1 + 1/(x**2)

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 1/2  # Límite inferior

b = 1    # Límite superior

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = integrate.quad(f, a, b)

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.23. Análisis 10
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.24.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def f(x):

    return 3 - 1 / (x**0.5)

def rectangle_rule(f, a, b, n):

    h = (b - a) / n

    integral = 0

    for i in range(n):

        x = a + (i + 0.5) * h

        integral += f(x)

    integral *= h

    return integral

a = 1

b = 4

n = 1000  # Puedes ajustar este valor para obtener mayor precisión

result = rectangle_rule(f, a, b, n)

print(result)
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Figura 2.25. Análisis 11

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.26.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�VH�YD�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return 2/(x**2 + 1) - x

��'H¿QL�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 0  # Límite inferior

b = 1  # Límite superior

��'H¿QLU�HO�Q~PHUR�GH�VXELQWHUYDORV�SDUD�OD�DSUR[LPDFLyQ

n = 1000

# Calcular el ancho de cada subintervalo

h = (b - a) / n

# Inicializar la suma de los valores de la función

suma = 0
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# Calcular la suma de los valores de la función en los puntos interiores de los 
subintervalos

for i in range(1, n):

    x = a + i * h

    suma += f(x)

# Calcular la aproximación de la integral usando la regla del trapecio

resultado = h * (f(a) + f(b) + 2 * suma) / 2

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.27. Análisis 12
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.28.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

 
PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate

def integrand(x):
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    return x**3 + 2*x**2 + 2

result, error = integrate.quad(integrand, 0, 1)

print(“El resultado de la integral es:”, result)

Figura 2.29. Análisis 13

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.30.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�VH�YD�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return (-x**3+x**2+1)

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 0  # Límite inferior

b = 2  # Límite superior

��'H¿QLU�HO�Q~PHUR�GH�LQWHUYDORV

n = 100  # Cuanto mayor sea n, mayor será la precisión

# Calcular el ancho del intervalo

h = (b - a) / n

# Inicializar la suma de los valores de la función

suma = 0
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# Calcular la suma de los valores de la función

for i in range(1, n):

    x = a + i * h

    suma += f(x)

��&DOFXODU�OD�DSUR[LPDFLyQ�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

integral = (h / 2) * (f(a) + 2 * suma + f(b))

# Imprimir el resultado

SULQW�³(O�YDORU�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��LQWHJUDO�

Figura 2.31. Análisis 14
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Sustituimos en la ecuación original

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.32.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return 1 / (5 + 3*x)

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

OLPLWHBLQIHULRU� �±�

limite_superior = 2

��'H¿QLU�HO�Q~PHUR�GH�VXELQWHUYDORV�SDUD�DSUR[LPDU�OD�LQWHJUDO

num_subintervalos = 1000

# Calcular el ancho de cada subintervalo

DQFKRBVXELQWHUYDOR� ��OLPLWHBVXSHULRU�±�OLPLWHBLQIHULRU����QXPBVXELQWHUYDORV

# Inicializar la suma de los valores de la función en los extremos

suma = f(limite_inferior) + f(limite_superior)

# Calcular la suma de los valores de la función en los puntos interiores
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for i in range(1, num_subintervalos):

    x = limite_inferior + i * ancho_subintervalo

    suma += 2 * f(x)

# Calcular la aproximación de la integral

resultado = (ancho_subintervalo / 2) * suma

# Imprimir el resultado

SULQW�³(O�UHVXOWDGR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��UHVXOWDGR�

Figura 2.33. Análisis 15



INTRODUCCIÓN A LA SOLUCIÓN DE INTEGRALES CON PROGRAMACIÓN

70

Cambio de variable:

Reemplazo:

 

Evaluamos:

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.34.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate

import numpy as np

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return x / np.sqrt(x**2 - 2)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

result, error = integrate.quad(f, 2, 4)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, result)
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Figura 2.35. Análisis 16

Cambio de variable:

Reemplazo:
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Tenemos:

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.36.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

from math import cos, sqrt

def f(x):

    return cos(x) + sqrt(1 + 7*x)

result, error = quad(f, 1, 3)

print(“El valor numérico de la integral es:”, result)
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Figura 2.37. Análisis 17

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.38.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def integrand(x):

    return (1 + x) ** 0.5 - x

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 0

b = 1.5

��'H¿QLU�HO�Q~PHUR�GH�LQWHUYDORV�SDUD�DSUR[LPDU�OD�LQWHJUDO

n = 1000

# Calcular la anchura de cada intervalo

h = (b - a) / n

# Inicializar la suma de los valores de la función

sum_val = 0

# Calcular la suma de los valores de la función evaluados en los puntos inter-
medios de los intervalos
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for i in range(1, n):

    x = a + i * h

    sum_val += integrand(x)

# Calcular la aproximación de la integral utilizando el método del trapecio

approximation = h * (0,5 * (integrand(a) + integrand(b)) + sum_val)

# Imprimir el resultado

print(“El valor aproximado de la integral es:”, approximation)

Figura 2.39. Análisis 19
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.40.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate

import numpy as np

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ

def f(x):

    return x / np.sqrt(x**2 - 1)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD
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integral, error = integrate.quad(f, 3, 4)

# Imprimir el resultado

print(integral)

Figura 2.41. Análisis 21

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.42.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import sympy as sp

��'H¿QLFLyQ�GH�OD�YDULDEOH�VLPEyOLFD

x = sp.symbols(‘x’)

��'H¿QLFLyQ�GH�OD�IXQFLyQ�LQWHJUDQGR

f = 1 / sp.sqrt(1 + x)

��&iOFXOR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

integral = sp.integrate(f, (x, 0, 3))

# Imprimir el resultado

print(“El valor de la integral es:”, integral)
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Figura 2.43. Análisis 22

=1,5707 
Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.44.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import math

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def integrand(x):

    return (1 - math.cos(2 * x)) / 2

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 0

b = math.pi

��'H¿QLU�HO�Q~PHUR�GH�LQWHUYDORV�SDUD�DSUR[LPDU�OD�LQWHJUDO

n = 1000

# Calcular la anchura de cada intervalo

h = (b - a) / n

# Inicializar la suma de los valores de la función

sum_val = 0
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# Calcular la suma de los valores de la función evaluados en los puntos inter-
medios de los intervalos

for i in range(1, n):

    x = a + i * h

    sum_val += integrand(x)

# Calcular la aproximación de la integral utilizando el método del trapecio

approximation = h * (0.5 * (integrand(a) + integrand(b)) + sum_val)

# Imprimir el resultado

print(“El valor aproximado de la integral es:”, approximation)

Figura 2.45. Análisis 23
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.46.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ

def f(x):

    return (3*(x)**8 - 2)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

a = -1  # límite inferior

b = 1  # límite superior

result, _ = quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado de la integral

SULQW�³(O�UHVXOWDGR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��UHVXOW�

Figura 2.47. Análisis 24
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ

Figura 2.48.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

Fuente: Autores
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def f(x):

    return 3*x**4 + 2*x + 6

def integral_trapecio(a, b, n):

    h = (b - a) / n

    suma = 0

    suma += f(a) + f(b)

    for i in range(1, n):

        xi = a + i * h

        suma += 2 * f(xi)

    integral = (h / 2) * suma

    return integral

resultado = integral_trapecio(-1, 1, 1000)

print(resultado)

Figura 2.49. Análisis 25
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.50.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

x = symbols(‘x’)

expr = (x*2 + 2*x + 1) / (3*x*2 + 3*x)

integral = integrate(expr, x)

a = 1  # Límite inferior

b = 2  # Límite superior

UHVXOW� �LQWHJUDO�HYDOI�VXEV ^[��E`����LQWHJUDO�HYDOI�VXEV ^[��D`�

SULQW�³(O�YDORU�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��UHVXOW�
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Figura 2.51. Análisis 26

Descomposición de factores: se divide en dos factores.

 

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.52.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy import integrate

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�TXLHUHV�LQWHJUDU

def f(x):

    return 1/((x+1)*(x+2))

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 0  # Límite inferior

b = 1  # Límite superior

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = integrate.quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.53. Análisis 27

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.54.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�GHVHDV�LQWHJUDU

def f(x):

    return 4* x **2 + 8 *x + 5

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = -2  # Límite inferior

b = 0  # Límite superior

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.55. Análisis 29

=

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ
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Figura 2.56.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return (4*x*2) / np.sqrt(x*3 + 8)

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 1  # Límite inferior

b = 5  # Límite superior

��5HVROYHU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

integral, error = quad(f, a, b)
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# Imprimir el resultado de la integral

print(“El valor de la integral es:”, integral)

# Crear una serie de puntos en el intervalo de integración

x = np.linspace(a, b, 100)

y = f(x)

Figura 2.57. Análisis 30
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.58.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad
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��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return (3*x + 5) - x**2

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 1  # Límite inferior

b = 3  # Límite superior

��5HVROYHU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

integral, error = quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado de la integral

print(“El valor de la integral es:”, integral)

# Crear una serie de puntos en el intervalo de integración

x = np.linspace(a, b, 100)

y = f(x)

Figura 2.59. Análisis 31
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.60.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import quad

def funcion(x):

    return 1 + np.sqrt(x)

a = 0  # Límite inferior

b = 4  # Límite superior

resultado, error = quad(funcion, a, b)

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.61. Análisis 33
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.62.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ

def funcion(x):
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    return 3 * x**2+ 5 * x + 3

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

lim_inf = 1

lim_sup = 4

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = quad(funcion, lim_inf, lim_sup)

# Imprimir el resultado

SULQW�³(O�UHVXOWDGR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��UHVXOWDGR�

Figura 2.63. Análisis 34
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.64.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

def integrand(x):

    return x - 3 + 1/(x - 2)

# Límites de integración

a = 3

b = 8
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��5HVXHOYH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

result, error = quad(integrand, a, b)

# Imprime el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, result)

Figura 2.65. Análisis 35

 

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.66.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

import numpy as np

# Función a integrar

def f(x):

    return (1 - np.cos(2*x)) / 2

# Límites de integración

D� �±�

b = 10

# Resolución de la integral

resultado, error = quad(f, a, b)

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.67. Análisis 36

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.68.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def funcion(X):

    retun 6*X**2 + 12*X - 8

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

D� �±�����/tPLWH�LQIHULRU

E� �±����/tPLWH�VXSHULRU

# Calcular la integral

resultado, error = quad(funcion, a, b)

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)
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Figura 2.69. Análisis 37

xxz
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.70. *Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�VH�GHVHD�LQWHJUDU

def f(x):

    return (3*x + 4)**(1/2)

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ
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a = 0

b = 4

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado

print(resultado)

Figura 2.71. Análisis 38

Fórmula
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Nota: �VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.72.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate

��'H¿QLU�OD�YDULDEOH�VLPEyOLFD�\�OD�IXQFLyQ

x = symbols(‘x’)

f = (1) / ((x - 1)**3)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado = integrate(f, (x, -2, -1))

# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.73. Análisis 39

Esta integral se resuelve muy rápido si recordamos que

= 0,2617 
Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.74.�*Ui¿FD

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

��'H¿QLFLyQ�GH�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return 1 / (1 + x**2)

# Límites de integración

a = 1  # Límite inferior

b = np.sqrt(3)  # Límite superior

��1~PHUR�GH�SXQWRV�SDUD�OD�DSUR[LPDFLyQ�QXPpULFD

n = 1000

��5HVROXFLyQ�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�XWLOL]DQGR�OD�UHJOD�GHO�WUDSHFLR

x_vals = np.linspace(a, b, n)

dx = (b - a) / n

integral = np.sum((f(x_vals[:-1]) + f(x_vals[1:])) * dx / 2)

SULQW�³(O�UHVXOWDGR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��LQWHJUDO�
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Figura 2.75. Análisis 40

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�



INTRODUCCIÓN A LA SOLUCIÓN DE INTEGRALES CON PROGRAMACIÓN

114

Figura 2.76.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import sympy as sp

x = sp.Symbol(‘x’)

f = x**2 - 4*x + 3

integral_result = sp.integrate(f, (x, 1, 2))

print(“El resultado de la integral es:”, integral_result)
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Figura 2.77. Análisis 41

Aplicar álgebra a la función para facilitar su cálculo:

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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 Figura 2.78.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

FODVV�,QWHJUDO'H¿QLGD�

    def __init__(self, a, b, n):  (Nota: es doble guion bajo para la programación)

        self.a = a

        self.b = b

        self.n = n

    def f(self, x):

        return ((x**0,5 + 3)**2) / (2 * (x**0.5))

    def calcular_integral(self):

        h = (self.b - self.a) / self.n

        suma = 0

        x = self.a

        for i in range(1, self.n):

            x += h

            suma += self.f(x)

        integral = h * (0.5 * (self.f(self.a) + self.f(self.b)) + suma)
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        return integral

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ�\�HO�Q~PHUR�GH�GLYLVLRQHV

a = 2

b = 10

n = 1000

��&UHDU�XQD�LQVWDQFLD�GH�OD�FODVH�,QWHJUDO'H¿QLGD

LQWHJUDO� �,QWHJUDO'H¿QLGD�D��E��Q�

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado = integral.calcular_integral()

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.79. Análisis 42
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.80.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

class FuncionIntegrable:

    def _init_(self):

        pass

    def funcion(self, x):

        return 1 + 1/x**2 - 1/x**0.5
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����GHI�FDOFXODUBLQWHJUDOBGH¿QLGD�VHOI��OLPLWHBLQIHULRU��OLPLWHBVXSHULRU��QXPB
intervalos):

        delta_x = (limite_superior - limite_inferior) / num_intervalos

        suma = 0.0

        for i in range(num_intervalos):

            x_i = limite_inferior + i * delta_x

            suma += self.funcion(x_i + delta_x/2)

        resultado = suma * delta_x

        return resultado

# Crear una instancia de la clase FuncionIntegrable

funcion_ejemplo = FuncionIntegrable()

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ�\�HO�Q~PHUR�GH�LQWHUYDORV

limite_inferior = 2

limite_superior = 5

num_intervalos = 1000

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�XWLOL]DQGR�HO�PpWRGR�GHO�SXQWR�PHGLR

UHVXOWDGR�  � IXQFLRQBHMHPSOR�FDOFXODUBLQWHJUDOBGH¿QLGD�OLPLWHBLQIHULRU�� OL-
mite_superior, num_intervalos)

# Imprimir el resultado

SULQW�³(O�UHVXOWDGR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��UHVXOWDGR�
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Figura 2.81. Análisis 43

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.82.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�VH�YD�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return x / (x**2 + 25)

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 0  # Límite inferior

b = 1  # Límite superior

��'H¿QLU�HO�Q~PHUR�GH�VXELQWHUYDORV�SDUD�OD�DSUR[LPDFLyQ

n = 1000

# Calcular el ancho de cada subintervalo

h = (b - a) / n

# Inicializar la suma de los valores de la función

suma = 0

# Calcular la suma de los valores de la función en los puntos interiores de los 
subintervalos
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for i in range(1, n):

    x = a + i * h

    suma += f(x)

# Calcular la aproximación de la integral usando la regla del trapecio

resultado = h * (f(a) + f(b) + 2 * suma) / 2

# Imprimir el resultado

print(“El resultado de la integral es:”, resultado)

Figura 2.83. Análisis 44
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.84.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def funcion(x):

    return -x**2 + 8*x

GHI�FDOFXODUBLQWHJUDOBGH¿QLGD�IXQFLRQ�� OLPLWHBLQIHULRU�� OLPLWHBVXSHULRU��QX-
mero_intervalos):

    intervalo = (limite_superior - limite_inferior) / numero_intervalos

    suma_integral = 0

    for i in range(numero_intervalos):

        x = limite_inferior + (i + 0.5) * intervalo

        suma_integral += funcion(x)

    resultado = intervalo * suma_integral
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    return resultado

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

limite_inferior = 0

limite_superior = 8

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�FRQ�����LQWHUYDORV

UHVXOWDGR� �FDOFXODUBLQWHJUDOBGH¿QLGD�IXQFLRQ��OLPLWHBLQIHULRU��OLPLWHBVXSH-
rior, 100)

# Imprimir el resultado

print(resultado)

Figura 2.85. Análisis 45
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.86.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, sqrt, integrate

��'H¿QLU�ODV�YDULDEOHV�VLPEyOLFDV

x = symbols(‘x’)

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ

funcion = x / sqrt(x**2 - 1)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

integral = integrate(funcion, (x, 2, 4))

# Evaluar el resultado numérico aproximado
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resultado_numerico = integral.evalf()

# Imprimir el resultado numérico

print(“El valor numérico de la integral es:”, resultado_numerico)

Figura 2.87. Análisis 46

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.88.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy.functions.elementary.miscellaneous import sqrt

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�D�LQWHJUDU

def f(x):

    return 1 / (1 + sqrt(x))

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

limite_inferior = 0

limite_superior = 4

��'H¿QLU�HO�Q~PHUR�GH�VXELQWHUYDORV�SDUD�DSUR[LPDU�OD�LQWHJUDO

num_subintervalos = 1000

# Calcular el ancho de cada subintervalo

ancho_subintervalo = (limite_superior - limite_inferior) / num_subintervalos

# Inicializar la suma de los valores de la función en los extremos

suma = f(limite_inferior) + f(limite_superior)

# Calcular la suma de los valores de la función en los puntos interiores

for i in range(1, num_subintervalos):

    x = limite_inferior + i * ancho_subintervalo
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    suma += 2 * f(x)

# Calcular la aproximación de la integral

resultado = (ancho_subintervalo / 2) * suma

# Imprimir el resultado

SULQW�³(O�UHVXOWDGR�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��UHVXOWDGR�

Figura 2.89. Análisis 47
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Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�

Figura 2.90.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate, cos

��'H¿QLU�OD�YDULDEOH�VLPEyOLFD
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x = symbols(‘x’)

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ

funcion = 2*x - cos(5*x)

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�\�REWHQHU�HO�UHVXOWDGR�QXPpULFR

integral = integrate(funcion, (x, 0, 5)).evalf()

# Imprimir el resultado

print(“El valor numérico de la integral es:”, integral)

Figura 2.91. Análisis 48

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.92.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from sympy import symbols, integrate, ln, cos

x = symbols(‘x’)

expr = ln(5*x) - cos(6*x)

integral = integrate(expr, x)

a = 1  # Límite inferior

b = 6  # Límite superior

result = integral.subs(x, b).evalf() - integral.subs(x, a).evalf()

SULQW�³(O�YDORU�GH�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD�HV�´��UHVXOW�
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Figura 2.93. Análisis 49

 
 

Resolución de la integral:

 

 
 

Nota:  VLJQL¿FD�XQLGDGHV�DO�FXDGUDGR�GHO�WLSR�TXH�VH�HPSOHHQ�HQ�OD�IXQFLyQ�
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Figura 2.94.�*Ui¿FD�GH�OD�LQWHJUDO

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

from scipy.integrate import quad

��'H¿QLU�OD�IXQFLyQ�TXH�VH�GHVHD�LQWHJUDU

def f(x):

    return (2*x +1)/(x**2 + x )

��'H¿QLU�ORV�OtPLWHV�GH�LQWHJUDFLyQ

a = 1/2

b = 8

��&DOFXODU�OD�LQWHJUDO�GH¿QLGD

resultado, error = quad(f, a, b)

# Imprimir el resultado

print(resultado)
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Figura 2.95. Análisis 50

2.4. EJERCICIOS DE INTEGRALES INDEFINIDAS

Enhanced (2020) considera que integrar es el proceso recíproco del de de-
rivar, es decir, dada una función f(x), se trata de buscar aquellas funciones F(x) 
que, al ser derivadas, conducen a f(x).

,QWHJUDO�LQGH¿QLGD

Se dice, entonces, que F(x) es una primitiva o antiderivada de f(x); dicho de 
otro modo, las primitivas de f(x) son las funciones derivables F(x) tales que:

F’(x) = f(x).

6L�XQD�IXQFLyQ�I�[��WLHQH�SULPLWLYD��HQWRQFHV�WLHQH�LQ¿QLWDV�SULPLWLYDV��GLIH-
renciándose todas ellas en una constante.

[F(x) + C]’ = F’(x) + 0 = F’(x) = f(x)

,QWHJUDO�LQGH¿QLGD

,QWHJUDO�LQGH¿QLGD�HV�HO�FRQMXQWR�GH�ODV�LQ¿QLWDV�SULPLWLYDV�TXH�SXHGH�WHQHU�
una función (Enhanced, 2020).

6H�UHSUHVHQWD�SRU���I�[��G[�
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Se lee: integral de x diferencial de x.

��HV�HO�VLJQR�GH�LQWHJUDFLyQ�

f(x) es el integrando o función a integrar.

dx es diferencial x, e indica cuál es la variable de la función que se integra.

C es la constante de integración y puede tomar cualquier valor numérico real.

Si F(x) es una primitiva de f(x) se tiene que:

��I�[��G[� �)�[����&

Para comprobar que la primitiva de una función es correcta, basta con derivar.

Propiedad de linealidad, la integral de una suma de funciones es igual a la 
suma de las integrales de esas funciones.

3URSLHGDGHV�GH�OD�LQWHJUDO�LQGH¿QLGD�

�>I�[����J�[�@�G[� ��I�[��G[����J�[��G[

La integral del producto de una constante por una función es igual a la cons-
tante por la integral de la función.

��N�I�[��G[� �N��I�[��G[

$�FRQWLQXDFLyQ��VH�SUHVHQWDQ�HMHUFLFLRV�GH�LQWHJUDOHV�LQGH¿QLGDV�FRQ�HO�REMHWL-
vo de que los estudiantes puedan adquirir destrezas en su proceso de aprendizaje: 

(MHUFLFLRV�GH�LQWHJUDOHV�LQGH¿QLGDV

Resolución: 
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Respuesta:

Resolución: 

Respuesta:
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Resolución: 

Transformamos la fracción en el producto de dos fracciones: 

Sustituimos: 

Reemplazamos: 

Respuesta:
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Resolución: 

Respuesta:

 

Resolución: 
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Respuesta: 

Racionalizamos y separamos la función: 

6LPSOL¿FDPRV�

Aplicamos las fórmulas de integración a cada una de las integrales: 

Esta es una integral estándar que se utiliza una fórmula directa:

Esta integral la realizamos una sustitución trigonométrica:

Sustituimos

6LPSOL¿FDPRV�OD�IXQFLyQ�GH�OD�LQWHJUDO�DSOLFDQGR�ODV�LGHQWLGDGHV�WULJRQRPpWULFDV��

Ampliamos la fracción por 
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Expandimos: 

Sustituimos: 

Es una integral estándar donde utilizamos la fórmula: 

Reemplazamos 

Reemplazamos 

Donde: 

Nos quedaría: 

La respuesta de la integral sería: 
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Separamos la integral: 

Aplicamos las fórmulas de integrales a cada una:

La integral resuelta sería: 

Separamos la función en dos integrales: 

Aplicamos la linealidad:

Resolvemos cada integral: 
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Sustituimos: 

Donde nos quedará: 

Resolviendo la integral:

Aplicamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos las integrales ya resueltas: 

Reemplazamos la sustitución 

Combinamos exponenciales: 

Sustituimos: 
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Donde nos quedará: 

Resolviendo: 

Reemplazamos las integrales ya resueltas: 

Reemplazamos 

Reemplazamos en las integrales resueltas: 

Respuesta: 

Resolución: 
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Respuesta: 

Resolución: 

Transformamos la fracción en el producto de dos fracciones: 
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Sustituimos: 

Reemplazamos: 

Respuesta:

Resolución por medio de identidades trigonométricas/hiperbólicas: 

Aplicamos la linealidad: 

Resolvemos las integrales: 

Utilizamos la fórmula de integrales trigonométricas:
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Reemplazamos en las integrales ya resueltas:

La respuesta a la integral sería: 

Resolución: 

Sustituimos donde: 

Donde nos queda: 

Es una integral estándar; entonces, utilizamos la fórmula de integración:

Reemplazamos u:

La respuesta de la integral sería: 

Resolución: 

Sustituimos: 
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Donde nos queda: 

Resolvemos la integral:

Utilizamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos :

Le respuesta de la integral sería:

Resolución: 

Sustituimos: 
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Donde nos quedará: 

Resolvemos la integral: 

Utilizamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos 

Le respuesta de la integral sería: 

Resolución: 

Sustituimos: 
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Donde nos queda: 

Resolvemos la integral:

Aplicamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos 

La respuesta de la integral sería: 

Resolución: 
Sustituimos: 

Donde nos queda: 

6LPSOL¿FDPRV�
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Resolvemos la integral por medio de la fórmula de integración:

Reemplazamos: 

La respuesta de la integral sería: 

Resolución: 

Sustituimos:

Donde nos queda: 

Resolviendo la integral:
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Aplicamos la fórmula de integración:

Reemplazamos: 

La respuesta de la integral sería: 

Resolución: 

Aplicamos la linealidad: 

Resolvemos la integral:

 

Donde nos queda:

Resolvemos la integral: 
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Aplicando la fórmula de integración: 

Reemplazamos: 

Resolvemos la integral:

Aplicamos la fórmula de integración: 

La respuesta de la integral sería:

Resolución:

6LPSOL¿FDPRV�XVDQGR�ODV�LGHQWLGDGHV�WULJRQRPpWULFDV�KLSHUEyOLFDV��

Sustituimos:

Donde nos queda:
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Aplicamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos: 

La respuesta de la integral sería: 

Resolución: 

Sustituimos:

Donde nos queda: 

Resolvemos la integral:

Aplicamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos:
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La respuesta de la integral es:

Resolución: 

Sustituimos: 

Donde nos queda:

Resolviendo la integral: 

Aplicamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos: 

La respuesta de la integral sería: 
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Resolución: 

Donde nos queda:

Resolviendo la integral: 

Aplicamos la regla de integración: 

Reemplazamos:

La respuesta de la integral sería: 
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Resolución: 

Sustituimos: 

Donde nos queda:

6LPSOL¿FDPRV�

Resolvemos la integral:

Aplicamos la fórmula de integración: 

Reemplazamos:

La respuesta de la integral es:
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CAPÍTULO III

3.1. EJERCICOS DE PROGRAMACIÓN 

3.2. CÓDIGO PARA CALCULAR EL PESO DE UN AVIÓN 

Sabiendo que la masa del avión es 50 000 kg y de gravedad 9,8 , se 
realizara el cálculo del peso del avión.

Figura 3.1. Peso del avión

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular_peso_avion(masa, aceleracion_gravedad):

    peso = masa * aceleracion_gravedad

    return peso

# Ejemplo de uso

masa_avion = 50000  # en kilogramos

aceleracion_gravedad = 9.8  # en metros por segundo al cuadrado

peso_avion = calcular_peso_avion(masa_avion, aceleracion_gravedad)
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print(“El peso del avión es:”, peso_avion, “newtons”)

El peso del avión es: 490000 newtons

3.3.  CÓDIGO PARA CALCULAR VOLUMEN DE UN CILINDRO 

Sabiendo que el radio es de 3,5 y la altura de 10,2, se calculará el volumen 
del cilindro.

Figura 3.2. Volumen del cilindro

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import math

def calcular_volumen_cilindro(radio, altura):

    volumen = math.pi * radio**2 * altura

    return volumen

radio = 3.5

altura = 10.2

volumen = calcular_volumen_cilindro(radio, altura)

print(“El volumen del cilindro es:”, volumen)

El volumen del cilindro es: 392.542
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3.4. CÓDIGO PARA CALCULAR DETERMINANTE 3X3

Calcular la determinante matriz [5, 6, 9], [4, 2, 7], [1,3,5].

Figura 3.3. Determinante

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

def calcular_determinante(matriz):

    det = np.linalg.det(matriz)

    return det

# Ejemplo de uso

matriz = np.array([[5, 6, 9], [4, 2, 7], [1, 3, 5]])

determinante = calcular_determinante(matriz)

print(“La determinante de la matriz es:”, determinante)

La determinante de la matriz es: -43 
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3.5. CÓDIGO PARA CALCULAR EL ÁREA 
 DE UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO 

Calcular el área del triángulo sabiendo que su base es 5, y su altura, 6 (se 
pueden dar otros valores).

Figura 3.4. Área de triángulo rectángulo

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular_área_triángulo(base, altura):

    área = (base * altura) / 2

    return área

print(“Cálculo del área de un triángulo”)

EDVH� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�HO�YDORU�GH�OD�EDVH��³��

DOWXUD� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�HO�YDORU�GH�OD�DOWXUD��³��

area = calcular_área_triángulo(base, altura)
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print(“El área del triángulo es:”, área)

El área del triángulo es: 15

Nota: en algunos dispositivos, esta programación debe ser eliminada las tildes de las palabras 
para que pueda correr el programa sin problemas.

3.6. CÓDIGO PARA CALCULAR EL ÁREA 
 DE UNA CIRCUNFERENCIA

Calcular el área de la circunferencia sabiendo que su radio es de 56 (se pue-
den dar otros valores).

Figura 3.5. Área de la circunferencia

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import math

def calcular_área_circunferencia(radio):

    area = math.pi * radio**2

    return área

print(“Cálculo del área de una circunferencia”)
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UDGLR� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�HO�YDORU�GHO�UDGLR��³��

área = calcular_área_circunferencia(radio)

print(“El área de la circunferencia es:”, área)

El área de la circunferencia es: 9852,034

3.7. CÓDIGO PARA CALCULAR EL ÁREA DE UN CUADRADO

Calcular el área del cuadrado sabiendo que el lado es 43 (se pueden dar otros valores).

Figura 3.6. Área del cuadrado

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular_área_cuadrado(lado):

    área = lado**2

    return area

print(“Cálculo del área de un cuadrado”)

ODGR� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�OD�ORQJLWXG�GHO�FXDGUDGR��³��

área = calcular_área_cuadrado(lado)
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print(“El área de la cuadrado es:”, área)

El área del cuadrado es: 1849.0

3.8. GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN CUADRÁTICA 

I�[� ��[A�����[��

Figura 3.7.�3URJUDPDFLyQ�SDUD�OD�JUi¿FD�FXDGUiWLFD

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):

    return 6*x**2-3*x+1

x = np.linspace (-10, 10, 100)
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y=f(x)

plt.plot(x,y)

plt.xlabel(“x”)

plt.ylabel(“y”)

SOW�WLWOH�³*UD¿FD�GH�OD�IXQFLRQ�I�[� ��
[

���
[��´�

plt.show()

Figura 3.8.�*Ui¿FD�FXDGUiWLFD

3.9. GRÁFICA DE UNA FUNCIÓN CÚBICA 

I�[� ��[A�����[A����[��
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Figura 3.9.�3URJUDPDFLyQ�SDUD�OD�IXQFLyQ�F~ELFD

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def f(x):

    return 9*x**3-4*x**2-x-1

x = np.linspace (-10, 10, 100)

y=f(x)

plt.plot(x,y)

plt.xlabel(“x”)

plt.ylabel(“y”)

SOW�WLWOH�³*UD¿FD�GH�OD�IXQFLRQ�I�[� ��
[

���
[

��[��´�

plt.show()
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Figura 3.10.�*Ui¿FD�F~ELFD

3.10. MOVIMIENTO RECTILÍNEO UNIFORME MRU

Calcular la velocidad sabiendo que hay una distancia de 150 metros en un 
tiempo de 1 hora.
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Figura 3.11. Programación de MRU

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular_velocidad(distancia, tiempo):

    velocidad = distancia / tiempo

    return velocidad

# Datos del movimiento

distancia = 150.0  # metros

tiempo = 1.0  # hora
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# Convertir tiempo a segundos

tiempo_segundos = tiempo * 3600

# Calcular velocidad

velocidad = calcular_velocidad(distancia, tiempo_segundos)

print(“La velocidad es:”, velocidad, “m/s”)

La distancia recorrida es: 300.0 metros

3.11. LEY DE OHM

&DOFXODU�OD�FRUULHQWH�HOpFWULFD�GDGR�TXH�OD�UHVLVWHQFLD�HV�GH�������RKPLRV��\�
50 V (voltios).

Figura 3.12. Programación de la ley de OHM

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

def calcular_corriente(tension, resistencia):

    corriente = tension / resistencia

    return corriente

tension = 50   # voltios
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resistencia = 10  # ohmios

corriente_calculada = calcular_corriente(tension, resistencia)

SULQW�I´/D�FRUULHQWH�HOpFWULFD�HV��^FRUULHQWHBFDOFXODGD���I`�DPSHULRV�´�

La corriente eléctrica es: 5.00 amperios.

3.12. GRÁFICA DE LA ELIPSE 

*UD¿FDU�OD�HOLSVH�FRQ�ORV�VLJXLHQWHV�YDORUHV�

Valores 

a= –10

b= 5

Figura 3.13.�3URJUDPDFLyQ�SDUD�JUD¿FDU�OD�HOLSVH

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
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D� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVH�HO�YDORU�GHO�HMH�PD\RU��D���³��

E� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVH�HO�YDORU�GHO�HMH�PHQRU��E���³��

x = np.linspace(-a, a, 1000)

y = b*np.sqrt(1 - (x**2/ a**2))

plt.plot(x,y, color=’blue’)

plt.plot(x, -y, color=’blue’)

plt.axis(‘scaled’)

SOW�WLWOH�µ*Ui¿FD�GH�OD�HOLSVH¶�

plt.xlabel(‘x’)

plt.ylabel(‘y’)

plt.show()

Figura 3.14.�*Ui¿FD�GH�OD�HOLSVH

3.13. GRÁFICA DE LA HIPÉRBOLA 

*UD¿FDU�OD�KLSpUEROD�FRQ�ORV�VLJXLHQWHV�YDORUHV�
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Valores:
a = 5
b = 3
h = 7
K = 2

Figura 3.15. Programación de la hipérbola
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PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def plot_hyperbola(a, b, h, k):

    x = np.linspace(h - 3*a, h + 3*a, 500)

    y_pos = k + b * np.sqrt(1 + ((x - h) / a)**2)

    y_neg = k - b * np.sqrt(1 + ((x - h) / a)**2)

����SOW�¿JXUH�¿JVL]H �������

    plt.plot(x, y_pos, label=’Hipérbola’)

    plt.plot(x, y_neg)

    plt.xlim(h - 4*a, h + 4*a)

    plt.ylim(k - 4*b, k + 4*b)

    plt.xlabel(‘Eje X’)

    plt.ylabel(‘Eje Y’)

����SOW�WLWOH�µ*Ui¿FR�GH�OD�+LSpUEROD¶�

    plt.legend()

    plt.grid(True)

    plt.axhline(0, color=’black’, linewidth=0.5)

    plt.axvline(0, color=’black’, linewidth=0.5)

    plt.show()

def main():

����SULQW�³*Ui¿FR�GH�XQD�KLSpUEROD´�

����D� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�HO�YDORU�GHO�VHPLHMH�PD\RU��D���³��

����E� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�HO�YDORU�GHO�VHPLHMH�PHQRU��E���³��
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����K� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�OD�FRRUGHQDGD�[�GHO�FHQWUR�GH�OD�KLSpUEROD��K���³��

����N� �ÀRDW�LQSXW�³,QJUHVD�OD�FRRUGHQDGD�\�GHO�FHQWUR�GH�OD�KLSpUEROD��N���³��

    plot_hyperbola(a, b, h, k)

if __name__ == “__main__”:

    main()
Figura 3.16.�*Ui¿FD�GH�OD�KLSpUEROD

3.14. GRÁFICA DE LA PARÁBOLA 

*UD¿FDU�OD�SDUiEROD�FRQ�ORV�VLJXLHQWHV�YDORUHV�

Valores 

a = 3

b = 9

c = 1
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Figura 3.17. Programación de la parábola

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def plot_parabola(a, b, c):

    x = np.linspace(-10, 10, 100)

    y = a * x**2 + b * x + c

����SOW�¿JXUH�¿JVL]H �������

    plt.plot(x, y)

    plt.xlabel(‘x’)
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    plt.ylabel(‘y’)

����SOW�WLWOH�µ*Ui¿FD�GH�XQD�SDUiEROD¶�

    plt.grid(True)

    plt.show()

a = 3

b = 9

c = 1

plot_parabola(a, b, c)

Figura 3.18.�*Ui¿FD�GH�OD�SDUiEROD

3.15. GRÁFICA DE LA CIRCUNFERENCIA 

*UD¿FDU�OD�FLUFXQIHUHQFLD�FRQ�ORV�VLJXLHQWHV�YDORUHV��

Valores 

h = 3   Coordenada x del centro
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k = 5   Coordenada y del centro

r = 7   Radio de la circunferencia

Figura 3.19. 3URJUDPDFLyQ�GH�OD�JUi¿FD�GH�OD�FLUFXQIHUHQFLD

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

def plot_circle(h, k, r):

    theta = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)

    x = h + r * np.cos(theta)

    y = k + r * np.sin(theta)
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����SOW�¿JXUH�¿JVL]H �������

    plt.plot(x, y)

    plt.xlabel(‘x’)

    plt.ylabel(‘y’)

����SOW�WLWOH�µ*Ui¿FD�GH�XQD�FLUFXQIHUHQFLD¶�

    plt.grid(True)

    plt.axis(‘equal’)

    plt.show()

h = 3  # Coordenada x del centro

k = 5  # Coordenada y del centro

r = 7  # Radio de la circunferencia

plot_circle(h, k, r)

Figura 3.20.�*Ui¿FD�GH�OD�FLUFXQIHUHQFLD
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3.16. MANDALA

Programación para realizar la siguiente mandala.

Figura 3.21. Programación para realizar una mándala

PROGRAMACIÓN PYTHON EN GOOGLE COLAB

import turtle

��'H¿QH�ORV�FRORUHV

colores = [“red”, “purple”, “blue”, “green”, “orange”, “yellow”]

# Crea la ventana de dibujo

t = turtle.Turtle()

t.speed(0)

��'LEXMD�ODV�¿JXUDV

for x in range(360):

    t.pencolor(colores[x % 6])
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    t.width(x / 100 + 1)

    t.forward(x)

    t.left(59)

��2FXOWD�HO�FXUVRU�DO�¿QDOL]DU

turtle.done()

Figura 3.22��*Ui¿FD�GH�OD�PDQGDOD
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Introducción a Solución de Integrales con Programación es una obra que inicia con una introducción clara 
del concepto de integral y su interpretación geométrica, estableciendo las bases teóricas necesarias 
para abordar ejercicios posteriores, se realiza una actualización de conocimientos computacionales en 
la solución de problemas. Se presenta ejercicios resueltos de integrales permitiendo que los lectores 
avancen en su comprensión y habilidades paso a paso. El libro tiene como objetivo aportar conocimiento 
a los estudiantes de la Facultad de Inegenieria Automotriz de la Escuela Superior Politécnica de 
Chimborazo (ESPOCH). Cuenta con ejercicios resultos de manera analítica y gráficas mediante códigos 
de Google Colab de Programación (Python). El Capítulo I está enfocado a la parte teórica de las 
integrales donde se detallan las definiciones y  fórmulas para los diferentes casos. En el Capítulo II se 
resuelven ejercicios con la combinación de los programas GeoGebra y Google Colab (Python) para las 
integrales definidas, mientas que para las integrales indefinidas se presentan ejercicios resueltos. En el 
Capítulo III se presenta ejercicios matemáticos  resueltos con Google Colab (Python).  
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